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4 . P rincipalc tra gli oggetti -dell’ algebra inferiore si è la determinazione 
di quei valori numerici cfie soddisfanno ad una o più equazioni date'; di ciò 
mi occupai in due Memorie, che ebbero l’onore d’ esser comprese tra quelle 
di questo i. r. Istituto (voi. Ili, 4846 e voi. IV, 4852), nonché in una nota 
inserita negli Atti per la sessione dell’ aprile 4852.. Furono tratto tratto pro- 
posti parecchi metodi per la risoluzione delle equazioni anche soltanto. algebri- 
che, i quali però sono bene spesso piuttosto soddisfacenti in astratto che utili 
nell’ effettiva calcolazione ; sicché credo .utile di ritornare su questo argomento 
ed esporre con sufficienti particolari le vie che mi sembrano più comode e sicure 
per giungere, alla determinazione delle radici- delle equazioni. - • • 

2. Il soggetto naturalmente si divide nelle seguenti parli : Determinazione 
numerica — delle radici reali di un'equazione trascendente o, se algebrica, di grado- 
cos't elevato che noji giova trattarla cotftc le equazioni algebriche, — delle. radici 
immaginarie di un'equazione, . — delle radici reali d; più equazioni simultanee, — 
delle rodici immaginarie di più equazioni simultanee. Per 1' ultima parte 
nulla io avrò a dire, poiché se coll* eliminazione nón:si riconduca la questione 
ad una sola equazione, io creda che b ricerca sia tanto laboriosa da non poter- 
sene occupare, e da lasciare all’ ingegno del calcolatore la scelta delle strade 
da tentarsi -néi sìngoli casi speciali. . 

3. In quanto alle radici reali -delle equazioni di grado anche molto elevato 

contenenti tutti o quasi tutti ' termini, Iq loro determinazione dee a mio cre- 

, • • t 
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deire considerarsi, come un'operazione aritmetica (analoga alla divisione od 
all’ estrazione delle ràdici), che eseguita col- processo Budap-Horner c sussidiata 
dal teorema del Fonrier non lascia sperare alcun miglioramento ; poiché a me 
sembrano inutili quei metodi thè possono tornar comodi soltanto in casi par- 
ticolari, o quelle riduzioni ad equazioni di 1." o di 2.° grado, a cui lai questione 
naturalmente si riduce quando si segue la via diritta e generale per tutti i'casi. 

4. Tre cose si richieggono nella ricerca delle radici, cioè, il processo più 
acconcio per approssimarsi indefinitamente . al loró'valòre numerico, la scelta 
di quegli intervalli, nei quali si può ritenere che vi sia qualche radice, e alcuni 
criteri! che, assicurandoci della mancanza di radici, pongano un limite agli imi- 
tili tentativi di cercare radici che non esistono, .e d’ ahra parte non ci traggano 
mai in errore facendoci credere privo di radici un- intervallo che realmente 
ne contenesse. Gioverà dare da prima uno sguardo alle varie strade che pos- 
sono guidare alla scopo ; poscia cògli esempi e con particolari considerazioni 
si acquisterà facilità ■ tli percorrerla. * 

' , • , ‘ * \ r * * * ** ” * 

• ** Radici reali di una sola equazióni*. . -. 

f ». . 

‘L. * * 

,5. La soslildzionc di' parecchi" valori in luogo, dèli’ incognita" e la deter- 
minazione degli errori corrispondenti, cioè dei vài ori che prende quel membro 
dell' equazione che dovrebbe uguagliarsi a zero, gioverà molto à conoscere 
làmia mento della funzione, e gl’ intervalli, nei quali sono ricercarsi le ràdici ~ 
6. "Allo scopo predetto tornerà spesso acconcia la costrizione grafica della 
corrispondenza tra i valori 'dell' incognita e gli' errori ; nel fh'e talvolta sarà 
preferibile di separare ( equazione "proposta in due membri; i cui Valori daranno 
le ordinate di due curve aventi per ascisse i valori "dell' incognita ; le interse- 
zioni delle (lue curve indicheranno- altrettante radici, dina stessa equazione potrà 
dar occasione a più figure relative a differenti intervalli costrutte in -isCaic'diffe- 
renti, secondo che l’andamento delle curve presenta maggiori o minori difficoltà 
e dubbi! intorno alle cercate intersezioni. . 

- 7. Per non estendere le sostituzioni tVoppo da lungi e hulladinàeno cono- 
scer bene ciò che si riferisce a valori grandissimi dell’ incognita, si potrà dopo 
avere studiato 1’ intervallo da a — b ad x — a-h b 'prendere per nuova 
incognita la b ; (x a) :z: $ e studiare l’ intervallo da £— ;-^-d a 

8. Ouanilo -SL abbia scorta una radice; Che sensibilmente si scosti dalle 
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altre, io guka di conoscere un valore dell’ incognita, che sì avvicini a ciucila 
radice «tolto più che alle altre, potrà molto comodamente usarsi 1’ approssima- 
zione lineare mediante la tangente, ossia il metodo' del Newton; e ciò non 
determinando separatamente i valori della funzione e della sua derivata, bensì 
nello stesso tempo che si calcola' il valore della funzione, tenendo conto della 
variazione, che esso' soffrirebbe per un cangiamento mediocremente piccolo 
dell' incognita. Questo processo fu trovato molto opportuno dal celebre Gauss 
nella sua Memoria pubblicata nel voi. IV, di quelle dell’ accademia di Gottinga 
fi 848-1 85i>), ed io pure lo aveva • suggerito nella Nota IV, della succitata' 
Memoria del 1846. ■ ‘ 

9. In questo processò riesce molto comodo l’ uso delle tavolo numeriche, 
che presentano le differenze corrispondenti ad una data variazione deir argo- 
mento. Se 1’ equazione sia composta di tre termini o poco più, gioverà, a calco- 
lare il logaritmo biella somma di due termini, l'uso dei logaritmi additivi Imma- 
ginati da prima dal I, concili, e. conosciuti sotto il nome del Gauss ; come si > 
vede in ambedue le Memorie citate nel § precedente. 

i 0. Per rendere più utile 1’ approssimazione lineare giova apparecchiare 
la funzione,, e scegliere l' incognita, i» guisa- che il termine da Cui dipende la. 
maggior variazione della funzione sia all' incirca proporzionale all' incognita. . 

Il Che se alquante radici sieno vicine, sicché coll'approssimazione lineare 
vi sarebbe poca probabilità d* separarle, bisognerà ricorrere ad un’ equazione 
ausiliario algebrica di grado' elevati) almcuo' tanto quanto é il numero delle 
radici che si sospetta esistere nell’ intervallo considerato. . A -tal fine si attribui- 
ranno all' incognita successivamente tanti valori quanto é il grado dell' equa- 
zione ausiliaria accresciuto dell' unitale con uno dei metodi d’ interpolazione 
si formerà la funzione alg’ebrico-intcra, che 'per tatti quei valori ài accorda colla 
funzione proposta. • • - • 

12. Quando i valori attribuiti * all’ incognita formano una progressione 
aritmetica, il metodo più còmodo mi sembra qnello fondato' sul calcolo delle 
successive diffrr.c'nze;dei valori che prende la funzione, e da me adoperato nella 
Nota IV della succitata Memòria (1846). Seguendo' l’ Ente esso può alcun 
poco semplificarsi nel modo seguente. I termini successivi della progres, siohe 
aritmetica dei valori attribuiU.aH’'inCognha si distinguano coi numeri ... — -.2, 
— t ,0, 1 , 2. ; i valóri corrispondenti della funzione ’ sieno 
Aj^,' A , A,, A\\ ., ., si-calcoli la seguente tavoletta delle loro differenze . 
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— 2 

0 

.1 

. 2: 


A_ 

A_ 

A 

A 

A. 


' B_ 

* B 

■A 

B. 


C_ 

C 

C. 


D. 



dove B , — A^ — A_t , B_ i ^zA — A_ % , B % ~A y - — A, B t ~A t — A t 
c_ ecc. Sia B 0 la inedia aritmetica tra le due differente pri- 
me B ^ B t che nella tavoletta stanno' una sopra e 1’ altra sotto di A ; C 
sia la seconda differenza che sta nella - stessa riga orizzontale di A ; D n sia 
la media aritmetica tra le due differenze terze D f D t , die stanno una sopra 
e I' altra \sotto della stessa riga orizzontale, e còsi in seguito. 

, La funzione sarà espressa dalla seguente formula d' interpolaziode 

; ■ : 


Perciò se la funzione debba uguagliarsi a zero si avrà un'equazione, dalla quale 
dedurremo tutti i valori di I, che stanno nell'intervallo, pel quale si sono 
calcolati i valori della funzione. Trovate il Valore di t, se ne deduce subito 
quello dell' incognita^ 

i3. Mostriamo come si possa profittare di qualche valore fiiori di' quelli 
corrispondenti ai valori dell'incognita che. sono in progressione aritmetica. 
Supponiamo che si sicno calcolati A-_ t A A t ,'t poscia anche A t (a ciò 
indotti dal vedere che il valore desiderato- cadeva tra A ed A,}; senza calco- 
lare A _ t , che compirebbe la progressione aritmetica, si potrà col mezzo delle 
differenze B t , J5 t , C ì , e supponendo <cUstanto la terza differenza D . 'dedurne 
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i valori di C_^ , C, B . ed .4^'.. Ciò potrà conseguirsi supponendo 
che i valori A A % A t corrispondano a t~ — 4 , 0 t 4 ; dopo di che la for- 
mala del § precedente, posto Izzz — 3 r darà (segnando con B t la- media arit- 
metica tra le differenze B, B t ) ' 


A^A-Z{B X - 


ì-D)+lC-?D~A t . 


■3B t + iC t -4Z); 


dalla quale si dedurrà ii valore di D. , 

r ■ 44. Che se i valori dell' incognita procedano ancora più irregolarmente, 
si esprimerà la y in funzione intera della jr operando nel seguente modo. 
Sieno x t x t x i . . . i valori della x, pei quali si conoscono i corrispondenti 
y t y, _y, . . . ; si formi la funzione intera (x — •*■,)(•*'. — x ,)( x — -r, ) . , 
la quale mediante il solito calcolo (che serve per la risoluzione delle equazioni) 
si- divide per x — x t e dicasi X t il quoziente. Mediante il medesimo calcolo 
si determini il valore a, del polinomio X t quando in esso si fa x~x r La 
y -sarà espressa approssimatamente dalla somma di tutti i polinomii analoghi 

a — X { , Infatti ponendo x~X { spariscono tutti i termini X t , ec. (per- 

chi folti comprendono il fattore a: — x { ), ed il termine ( — X, si riduce ad y t . 

®1 

4 5. H precedente processo consiste come è palese nel calcolo della forinola 


“ (X, — *,)(*. — 

, ec 


y. 


moltiplicatori di y t possono porsi sotto le (lue forme 


. * — », x— x» _.j 

' X— X, ' X, ’ *J 

sicché il coefficiente di y t si sviluppa nella serie 


x— x. 
*,— *> ’ 


ecc. 


i . ?=£ + ec. 




X— *J *— *. X— • *J *.—*4 
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Simili sviluppi si eseguiscono sui moltiplicatori di ! • • ■ 

* . -v, ‘ ‘ ’ • * 

• <*-» . ><*-*. > err 

. X.— (xj — *,)(Xj — xj“»:’ " ' 

o si vedrà che la forinola d' interpolazione prende la forma 

r =y, -+-(■» — •*,) j/„ {*— *ù b.u* 4 * (* ~ • r .)0 r ..« ■+■ ec ) J ( 


essendo 


V — . *■ . + lis- 


y,% 


• • y. 




. > ■ 1 . — lì 

. — X.) (X, — *j) J (X,— *■> (*. — *»)* 


(«j—x.Kxj—xJ ■ 


Queste funzioni y jr ' ec., che sono simmetriche rispetto agl'indici d. $, 3, ec. 
furono- dette- interpolari, e si possono calcolare più .brevemente uel. seguente 
modo. Accanto e tra mezzo ai valori di /, /,/,•• • . 


y 'Y y "'y 

v Jn\ /*«• 
/ut 

v /»» 

/I 


si pongano 


— LrJL y „• 

- 7 ' 1 — X.^X,’ Xj— X«— Xj’ v 

che sono le differenze del y, divise per le corrispondenti differenze di .r. Po- 
scia si calcolino le * 

_ Et-»., . — ct . 

xj— x. x 4 -jr, ’ 

che sono le differenze tra le predette, divise perle differenze Jra i, valori estremi 
dei x. Similmente sia • . . • - ‘ 


y oh — 


— »m— >.a 


ec. ec. 
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Non è difficile riconoscere che queste y H , y lu , y iut , ec. sono eguali alle pre- 
cedenti. Quando la formula d’ interpolazione si adopera per trovare la y cor- 
rispondente ad una data x, giova prendere da prima i valori della x , che più 
s’ avvicinano al dato x : quantunque- in tal modo si cangi 1’ ordine x, x, x l ... 
pure le funzioni interpolaci (essendo simmetriche rispetto agl ' indici) si man» 
tengono le stesse. Cosi, per esempio, -se i valori che ordinatamente più si avvici- 
nano ad x sicno x, x, x, x ( x, eee., si adopera la formula 

y —y, -+- (x —x,) (x — x,)[/„, + (x — x t )(y mt -h ec.)]j 

nella quale si scrissero le y„y,„y liu oc., invéce delle loro eguali y n , y iU , 

J,«, - «“• • 

1 6, Le predette formole d interpolazione -sviluppate, secondo le potenze 
della x, e poscia risolte alia maniera delle equazioni algebriche daranno, come 
dicemmo al § 14, i valori dell' incognita x , che corrispondono approssimata- 
mente ad un dato valore della funzione y. In questi «alcoli gioverà- tener conto 
di mi maggior numero. di decimali nei coefficienti delle varie potenze dell' inco- 
gnita ; poiché trovato il valore approssimato di questa, esso si sostituirà nella • 
data equazione, e se ciò dia luogo 'ad uu piccolo' 'errore, questo servirà a rettifi- 
care F ultimo termine dell'equazione algebrica, che approssimatamente tien 
luogo dell' equazione proposta, e procedendo <Jopo eiò alla sua -risoluzione si 
verrà ad ottenere, un valore più esatto dell' insognila. 

■17. Quando sia comodo calcolare le derivate dcHc funzioni che deve annul- 
larsi,. esse daranno imm'cdiat amente l' equazione algebrica ausiliaria, che serve 
ad avvicinarsi alle radici poco discoste dall’ assunto valore. Infittir è notissimo 
che se F è il valore defla.-funzionc per x~0, E quello dèlia- sua derivata 
prima, è 22), 6C,'24B quelli delle derivate seconda terza e- quarta, si ha 
1 ’ equazione Bx' Cx' ±Dx\-h Ex + F = 0, • 

18. Se nella funzione e nelle sue derivate poniamo prima x ~ 0 , in 
guisa da ottenére come sopra F , E \ Z>-, "poscia pòniamn x~a ne dedur- 
remo (come è evidente e. come mostreremo anche al § 27) i coefficienti F, 

E ‘ TI, della trasformata in (x — a) .. Trovati -cosà i tre -ultimi termini tanto 
dell’ equazione in x quanto della. sua' trasformata in (x — a), sostituitili nella 
solita tabella di' calcolo- (veggasi il § 22) troveremo altri termini dell’ equazione 
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D +È + F 

C, + D, + E t TF t 

B,-hC l -h Di 4 - E % 


mediante le 



dopo di che il calcolo si continuerà ne li a solita maniera. In simil modo la cono- 
scenza dei valori della funzione e dèlia sua prima derivata per j^:0 e per 
x ~a condurranno- ad un’ equazione ausiliaria del 3.° grado. Che se si cono- 
scessero i valori della /unzione e della sua prima derivata per x~0 per 
x~a e per x~b colla forinola d’ interpolazione del §15. si otterrebbe 
- un’ equazione di 5.° grado. . ' < ' ' 

19. Per la compinta risoluzione di un’equazione, oltre i metodi per appros- 
simarsi indefinitamente ad una o più radici, occorrono dei criterii, che stabili- 
scano il numero delle 'radici comprese in un dato intervallo. Qùesta parte è 
teoricamente la più imperfetta. Distingueremo i criterii, che mostrano l’assenza 
di ràdici, da quelli che ne assicurano la presenza; ossia quelli che danno un 
numero per certo non inferiore al numero delle radici comprese in un dato 
intervallo, e quelli che danno un numero per certo non superiore. Cominciamo 
dai criterii della prima specie, cioè da -quelli eh» danno un limite superiore al 
numero delle radici. 

20. Per le equazioni algebriche aventi tante radici (intendo sempre par- 
lare delle reali) quant’è il grado, la regola del Cartesio dà un criterio-compiuto 
che non lascia niente a desiderare,. Pei* esempio se un’ equazione del 6.° grado 
presenta ne’ suoi termini 2 permanenze dr segno e 4 Variazióni, vi sarà .una • . 
trasformata in (r-t-a) con 6 -variazioni di segno, una in (x — 6) con 2 sole 
ed una in (x — c) con nessuna. La prima equazione per la regola del Cartesio 
non può avere alcuna radice negativa, e per ipotesi ne ha precisamente 6 -di 
positive ; 1* equazione in x non può avere più di 4 radici positive, quella in 
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(.r — b ) non più di due,- e quella in (j: — r) non ne può avere alcuna; dun- 
que necessariamente due radici cadono Ira — a e'O due tra Ori, e due tra 
b c c. Ed in ogni intervallo, in cui non ci fosse alcuna perdita di variazioni di 
segno, non potrebbe nemmeno cadere alcuna radice, poiché ciascuna equazione 
ha nè più nè meno tante radici quant e il numero delle sue variazioni di segno. 

2-1. Ma se la precedente equazione di 6.° grado abbia quattro sole Vadici 
reali, la regola del Cartesio ci lascia dubbioso se esse cadano per esempio tutte 
quattro tra 0 e b, giacché l’ equazione in .r avendo 4 variazioni disegno può 
avere 4 radici positive, e l'equazione in (.r — b) con 4 permanenze di segno può 
averne altrettante negative, nimarrèbbe pur dubbioso se vi fossero due radici 
in un intervallo, nel quale non Ti sia alcuna perdita di variazioni di segno, a 
motivo di essere 4 il numero di variazioni in ciascuna equazione, perchè Una 
delle due equazioni può avere due radici positive e 1' altra due radici negative. 
Ecco dunque l' importanza dell’ utilissima regola del Fourier sostituita a quella 
del Cartesio, secondo la quale in un intervallo non vi possono mai, essere più 
radici del numero di variazioni di segno, che si perdono dal)' una all' altra delle 
due trasformate che stanno agli estremi di quell’ intervallo. . 

22. Il teorema o regola del fourier può dimostrarsi in maniera affatto 
elementare nel seguente modo. Il polinomio Ax' -+■ Bx 1 -+- Cx' -t-Zèr-t- E 
diviso per (x — a) dà Ax' -t- fi,*’ -t- C.r -f- 11, ed il residuo £ ( , essendo 
B t ~aA-\-B, C s 'ni aB t -+- C, D ì ~uC t -hD, E t m oD t -+- E. Simil- 
mente calcolando le B t ~aA-hIì l , D^~aC t -hD avre- 

mo il quoziente Ax' -+-B'X-}-C ì ed il residuo V K del polinomio Ax' -t- fi,x’ 
-t- C t x -4- ancora diviso per x — fi .. Poi se ' fi, — a A -f- fi, , C, — afi, 
-+- C, , B t ~ oA 4- fi, le successive divisioni per x — a daranno . ancora il 
quoziente Ax -+- fi, ed il residuo C t , il quoziente A ed il residuo fi, . 
Tutti i predetti coefficienti si dispongono nella seguente tabella di calcolo (om-, 
messe per brevità le potenze della x) 

A^-B + C+D + E 

• \A-hB t -+- C, -+- D k 
y/4-fi,-+C 4 

• ... . - A + B t 

, ' ■ • | a • ; 

i 
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I residui A, B ( , C 5 , D f , E t sono evideuteinente i coefficienti del polinomio 
trasformato in (.r — a) 

A (x — «)'-+- B, (x — a)' -+- C, (j — «)’ ■+■ D y (x — a) -h A • 

Secondo il teorema del Fourier il numero delle radici dell’ equazione Ai' 
-4- Bx"' -f- Cx' -t- T)x -t- E ~ 0 comprese tra zero e la quantità positiva a non 
può superare il numero delle variazioni di segno che si perdono dalla serie A 
B CJ) E alla sèrie A B, C, D t E t dei coefficionli dell' equazione proposta 
in x e della sua trasformata in (x — a), e ne può esser inferiore di un qual- 
che numero pari. Infatti se noi consideriamo attentamente le seguenti serie, 
nelle quali dirli’ una all' altra è mutato sempre un solo termine nell' ordine 
Atesso in cui essi successivamente si calcolano, * 


A 

B 

C 

D 

E 

A 

», 

C 

n 

E 

A 

». 

A 

n 

E 

A 

». 

A 

A 

E. 

A 

», 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

», 

A 

A 

A 

A 

», 

A 

A 

A 

A 

», 

C , 

A 

A 

A 

», 

A 

A 

A 

A 

». 

A 

A 

A 


vedremo che da una serie alla successiva non vi potrà mai esser acquisto di 
variazione di segno, c se cangi segno un termine, che non sia l' ultimo, vi potrà 
essere la perdita di due variazioni di segno. Cosà per esempio se vi sia cangia- 
mento di segno da C a C t zz « B ( -f- C questo C sarà necessariamente dello 
* stesso segno di B, e perciò da B { C t D a B, C t I) si manterrà l’unica varia- 
zione di segno, se I) è di segno opposto a- B, c perciò deHo stesso segno di 
C; e si perderanno le due variazioni se ZI è dello stesso segno di B t . Che 
se poi vi è cangiamento di segno nell' ultimo termine da E ad E t vi sarà la 
perdita di una variazione, poiché E t ~ E è necessariamente dello stesso 
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segno di /?, . Ora poi possiamo supporre che si passi dall’ equazione in x 
alla sua trasformala in (x — a) non immediatamente, bcns'i col mezzo di tante 
successive trasformate in ( x.-r-a ) in (x — : /9) in (x — y) cd in (x — a). 
essendo « /S y a quantità- positive crescenti, talmente scelte clié in ciascuno 
degl’ intervalli tra 0 a /3 y a non possa caliere rhe una sola radice, c vedremo 
rhe ogni radice fa perdere almeno una variazione di seguii. 1 valori che fanno 
perdere qualche pajo di radici, indipendentemente dall’ ultimo termine, si di- 
cono valori critici. 

23. Il teorema del Fourier offre il seguente criterio per la mancanza di 
radici, (piando dai coefficienti di un'equazione in x a quelli della sua trasfor- 
mata in (x — a) non vi è alcuna perdita di variazioni di segno, in quell' inter- 
vallo non esiste per certo alcuna radice. Inoltre, se si ronosrono alcuni valori 
critici, il numero delle radici che cadono in un intervallo non può mai superare 
il numero delle variazioni che in esso si perdono, diminuito del doppio del 
numero dei valori critici compresi nel medesimo intervallo, fc un valor critico 
quello^ pel quale la trasformata manca di alruni termini, in guisa ciré vi sia la 
perdita di una o più paja di variazioni di segno quando dopo avere attribuito a 
tutti i coefficienti, che sono eguali a zero, tali segni rhe il numero delle varia- 
zioni sia il maggior possibile, si passa a contare le variazioni indipendente- 
mente dai termini nu|li, ossia attribuendo a questi tali segni che il numero delle 
variazioni sia il minor possibile. Cosi nell’equazioue x‘ — x'-j-x’-f-x — 4~0, 
essendo che da -fri — 4 -4- 0 -t- 4 — 0 -t- 4 — -1 a -f- 4 — 4 — 0 -p 4 -f- 0 

1 — 1 vi è la perdita di un pajo di variazioni, se ne dedurrà che x~ 0 è 
un valor critico dell’ equazione e .perciò essa non potrà avere che 4 radici reali. 
Nell' equazione x” — x‘ — x~0 il valor xcnO oltre esser una radice è 
anche un valor critico doppio, perchè dalla -t- 4 — 0-1-0 — 4 -p 0 4 -f-0 

alla -f-l-f-0-^0 — 4 — 0 — 4 — 0 vie la perdita di 5 variazioni, una 
delle quali dipende dalla radice, e le due paja dipendono dal valor critico, che 
per tal ragione diresi doppio. 

24. .Mediante la ricerca dei valori critici si può assicurarsi del vero numero 
delle radici comprese in un dato intervallo; e quella ricerca può conseguirsi 
collo stesso processo, con cui si "procede ( § 22) alla determinazione .approssi- 
mata di ciascuna radice.; essendo facile di scegliere la cifra a , con cui si ese- 
guisce la tabella di calcolo, in modo che nella trasformata vada ad annullarsi 
r uno o F altro coefficiente. Nè è già necessario di determinare lutti i valori, 
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che annullano qualche. coefficiente ; cosi per esempio, se un'equazione presenti i 

segni J — (- e la trasformala abbia i segni H — | — | — I— — I— *-f— ; 

non ci sarà alcun bisogno di cercare il valore, che annulla il secondo tèrmine, 
nè i due valori che annullano il terzo poiché considerando i cinque primi ter- 
mini si vede, che essi conservano lo stesso numero di variazioni, c perciò non 
esiste nel proposto intervallo alcun valore che annulli il 5.“ termine; quindi 
rimarrà soltanto da vedere qual sia il valore, che annulla il penùltimo, e rico- 
noscere se esso sia un valor critico, oppure se separi le due radici, che annul- 
lano 1' ultimo termine. 

25. Quantunque si abbia così un modo sicuro per riconoscere la'presenza 
di tutte 1 le radici delle equazioni algebriche, pure gioveranno altri criterii, che 
possano assicurare della mancanza di radici in un dato intervallo, anche senza 
bisogno di riconoscere la presenza- di tanti valori critici, quante sono le paja di 
variazioni perdute. 11 criterio die io trovo più. comodo consiste nel separare, se 
sia possibile, il primo membro dell’ equazione in parti, le -quali tutte conservino 
il medesimo segnò. per tutto l'intervallo di cui si tratta, perlochè la loro somma 
non potrà per certo annullarsi. Ora è facile riconoscere che da .rzzO ad x~a 
si conservano positive le quantità . 


/ 






* =+-«, ’ 


* 


moltiplicate per qualsivoglia potenza della .r; purché le à,f, g. A, k, /, m. « 
sieno tutte positive, e non .sia h maggiore di 2A, nè / minore di ^ . Vie- 
ne da ciò che se per un’ equazione, per esqmpio Ax‘ -f- Br .... Fx -4- G . 
si calcolino colla cifra a i numeri F i £,.... A a Z mediante le stesse rela- 
zioni del processo lludan-llorner, ma procedendo invece da destra verso sinistra 

V • ‘ 

A B C D E F G _. 
a ZA,-!}, C, '/), E t F t 0 

rioè facendo , ’ * 

’ '• « ‘ » I ' 

aF t zz — G , F, — F , aD l ~E ì — È.:..»B l ~C t — C, 

■ , , . aA 0 — B, — B, aZ—A 0 —A. 
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L’ equazione proposta mancherà per certo di radici nell’ intervallo d,1 0 ad a 
se si verifichi uno dei seguenti casi: 4 Che tutti i termini F, E t . . . A n Z. - 
abbiano segni eguali. 2.° Che se ad un termine, per esempio E t dello stesso 
segno dell' ultimo (/•’,) ne succeda Uno D t di segno opposto, sia peraltro 
E — E { inferiore (in quantità e fatta astrazione dal segno) ad E t , ed il suc- 
cessivo termine 0, sia dello stesso segno dell’ ultimo F . Quando (per esem- 
pio E — /?,) sia dello stesso 'Segno dei E t F, e sia supcriore (fatta astrazione 
dal segno) ad E , invere dell’ equazione aI) i ~E l — » E bisognerà, adope- 
E‘ 


rare la aT), — — 


■ìe. 


e se ne risulti C. dello stesso segno di F. si con- 


tinuerà il calcolo nello stesso modo già stabilito. 1 casi considerati sotto i numeri 
2.° e 3.° potranno anche aver luogo più di una volta, e resterà sempre dimo- 
strata I' assenza di radici da r ~ 0 ad x ~ a , purché nei lerpiini F i ....-A il 
non ve ne sieno mai due successivi di segno opposto ad F , nè sia di segno 
opposto all' ultimo-tèrmine il primo Z . Giova osservare che nelle divi- 
sioni die servono a detVrminare i F. .... Z si può servirsi di valori appros'- 
simati, purché le frazioni che si aggiungono ai valori esatti non sieno giammai 
dello stesso segno di F, . 

26. Un -altro criterio per riconoscere la mancanza di radici da x ZZ 0 ad 
.rzz 4 si è di porre x~~\ poscia se la trasformata in (x ( — 4) 'non abbia 

radici positive, la proposta non ile avrà di minori di 4. Se la trasformata ha 
tutti i termini di egual segno essa manca evidentemente di radici positive; se 
invece essa presenta delle variazioni di segno, bisognerà applicare il medesimo 
criterio a ciasenn intervallo, nel quale sparisce qualche pajo di tali variazioni. 
Questo criterio fu adoperato dal Rndan, il quale non essendo in possesso del 
teorema del Fourier doveva applicarlo a ciascun intervallo • da x ad x — 4, 
anche- nel caso, in cui la conservazione dello stesso numero di variazioni di segno 
(dall’ equazione in x a quella in x — 4) 'toglie ogni dubbio sulla possibilità di 
radiei di quell’ intervallo. 

27. Il teorema del Fourier, anziché ai segni dei coefficienti di un'equazione, 
per esempio, Ax* -+- Bx l -+- Cx' 4- Dx -t-, E zz 0 c della sua trasformata in 
(x — a), A (x — a)'-+-JB A (x— a) s 4- C, (x — a)* 4- A (x — a) 4- A’, zz 0 , 
suole piuttosto riferirsi 'ai segni che prendono la finizione, c le sup derivate' 
quando vi si pone x zz 0 oppure x zz tf. Ciò torna allo stesso effetto, poiché 
paragonando la A ( x -f- a)' -+- B (x -+- a)' -1- C ( x -+-«)’ 4 - (x’ - 4 - a) -f- E 
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colla Ax K -+- fi, x" -+- C, x" -f- Z), x -t- E, si vede che E, ~ Ad -f- fio 
-+- Cu' -+- Du -+- E , D,~ AAa'-i-$Ba'-\-2Ca-ì-l), C, ~ 6 A a' -h 3 fid C. 
fi, “4^-/«-t-B. che, non badando ad alcuni moltiplicatori numerici, sono la 
funzione Ax K -h lix' +■ Cx' -+- I)x -4- E , e le sue derivale quando vi si pone 
x ~ a. La considerazione dei coefficienti dell'equazione e della sua trasformata 
e generalmente molto più comoda di quello che sia la sostituzione dei valori 
dell incognita nelle derivate ; poiché le trasformate servono nello stesso tempo 
al calcolo dèlie radici, Pure se qualcue derivata sia tale rhe si scorga facilmente 
tra quali confini essa conservi invariato il proprio segno potrà tornar più co- 
modo adoperare le derivate. Cosà per esempio se fosse proposta l’ equazione 
j-’ — 6.r' — 33 x — 30~ 0 , si calcolerebbe soltanto la sua prima derivata 
9.r* — 24.r‘ — 33; poiché la seconda lix j — 72.r’ , si mantiene evidente- 
mente sempre negativa da — oc a 1 e sempre positiva da I a -+- oc . Facendo 

le sostituzioni — oc , 0 , 1 H , oc i segni 'della funzione e della sua deri- 
vata prima c seconda sono h — , , h, —t— — t — |— ; sicché 

vi é la perdita di due variazioni da — oc a 0 e di una da 1 a oc ; quindi 
1' equazione ha per certo una radice maggiore di 1 . Per decidere intorno alle 
due variazioni si potrà cercare la radice della derivata 9 jt‘ — 24-r’ — 33 m 0 . 
che è — 4 , la quale sostituita nella funzione e nella derivata seconda, dà ad 
esse segni eguali,' c perciò è un "valor critico. 

28. Anche per le equazioni trascendenti se la funzione, che deve uguagliarsi 
a zero, non presenti valori isolati discontinui dai vicini, nè cessi d' essere svi- 
luppabile secondo le potenze dell’ incognita, essa avrà, pei valori” dell' incognita, 
pochissimo minori, c pochissimo maggiori di quel valore che la annulla, segno 
opposto, e segno eguale a quello della sua derivata : perlochè nell' accrescersi 
dell, incognita vi è la perdila di una variazione di segno tra la funzione e la 
derivala corrispondentemente a ciascuna radice della proposta equazione. Dun- 
que sé la funzione non divenga mai infinita, essa non potrà annullarsi due volte 
di seguito, senza che nell intervallo la derivata cangi segno, c perciò si annulli 
o divenga iufinita o discontinua. Risulta da ciò il teorema del Rollò, pel quale 
nelle equazioni algebriche due radici sono sempre separate da una radice del- 
l' equazione derivata. Ne viene pure rhe se in un dato intervallo la funzione e 
le sue derivate prima! seconda, terza, . n'" m ‘ rimangono continue c finite, e 
la n' " m ‘ conservi fn quell' intervallo sempre lo stesso segno, 1’ equazione non 
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potrà averi' nel medesimo intervallo più radici del numero di variazioni di segno, - 
che si perdono nella serie della funzione c delle sue derivate fino all’ u"' m ‘ quair- 
do vi si sostituisce prima il valore inferiore poscia il superiore dell' incognita ; 
e la differenza tra il numero delle radici e quello delle variazioni perdute non 
sarà mai un numero dispari. Infatti se nella serie delle funzioni ff,f' • • • f ,m> 
immaginiamo sostituiti tutti i valori dell' incognita dal minore al maggiore dei 
confini del dato intervallo, vedremo che quando cangia segno la j si perde una 
variazione di segno, poiché prima di annullarsi essa era-di segno opposto alla /', 
e dopo annullata diventa dello stesso segno. Quando cangia di segno la f Se 
le sue vicine f J" hanno segni opposte, nè si perde nè si acquista alcuna varia- 
zione, ma se le f f " hanno segni eguali, siccome la J prima di annullarsi 
aveva segno opposto della f", cosà si perdono due variazioni di segno. Dicasi 
lo stesso di tutte le altre derivate, eccottochè dell’ ultima, che si suppone non 
cangiar mai di segno. 

29. I casi in, cui alcune derivate si annullassero insieme potrebbero 
discutersi separatamente, ma possono anche considerarsi come limili dei casi, 
in cui le funzioni si annullino una alla volta, le altre avendo valori piccolissimi. 
Ogni radice di un’ equazione, che annulli eziandio la sua derivata prima dee 
considerarsi come una radice doppia, che sarà tripla se si annulli anche he deri- 
vata seconda, e cosà in seguito. 

30. Nel precedente teorema invece della derivata f potrà porsi una 

funzione f che nel dato intervallo si mantenga sempre dello stesso segno 
della f ; poscia invece della f" scriveremo la derivata della f oppure una 
funzione, che conservi sempre Io stesso segno della e cosà in seguito. 
Ciò rende comoda l'applicazione del teorema deJ'Fourier alle equazioni, che 
mancano di molti termini. Sia per esempio proposta la fzzzx' -r- 32-r‘. 
-+- 16Uc’ — 1 28 ~ 0 , ricercandone le radici positive possiamo dividere la 
derivata per j- evi avremo f l ~ r ix’’ — 128.r' -t- 320 ; fiiremo lo stesso per. la 
derivata della , ed avremo la — 35-r 1 — 256 ; e la f l si manterrà sem- 
pre positiva. 1 segni delle f f t ff per x ~ 0 sono ( 1-, e per j- 

grandissima sono, -f- -I- -+- -t- . Per riconoscere come si perdano le tre varia- 
zioni disegno, basterà ricercare 1' unica radice positiva della f t ~ 0 , che è 
poco minore di 2, il qual valore conserva alla il segnò positivo, perciò fii 
perdere due variazioni di segno. Cosà resta dimostrato (jhe la proposta equazione 
ha una sola radice positiva. Alla stessa conclusione si giungerebbe operando in 
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altri* maniere simili : rosi per esempio la f~x — 32.r' -+- 1 6Q.r’ — 1 28 divisa 
per x' poscia derivata dà CZ 96,r* — SUO-r’ -+- 896, e nuovameute differen- 
ziando /j ~ 12.r’ — 50,^ “24. I, annullarsi della J x non presenta alcun va- 
lore critico ed infatti la/^~ 0 ha due radici positive. Siccome per x~0 le f f\ 
hanno segni eguali, così sarà alla minore delle predette radici die potrà corri- 
spondere un valor critico, il che infatti si riconosce esser viro. Se si voglia sapere 
(piante sono le radici negative della * predetta equazione, mutando il segno alla 
.r. si porrà /= x' -+- 32-r' — 160-rV-t- 1 28 , / = — 96.r' -+-800*’ — 896 . 
f \—, — 12.r’ -|— o, f — — 24, e la minore radice .della f, — 0 mostrerà 
die le due variazioni di segno spariscono mediante un valor critico. 

31. Serva per altro esempio 1" equazione trascendente 

f=.5' — 2.3' + 3.2*— 5 = 0. • 

Invece della derivata 

/ = lg5.5' — 2 Ig 3 . 3' -+- 3 lg 2 . . 

prenderemo la 

* ' / = Ig5(4)*-2lg3(|)' + 3lg2, 

ed invece della la ' ' • 

■ ’ ■ • /.=%S l g 4(A)--SI 8 3,1 i i , 

la cui, derivata è sempre positiva.. 1 segni di queste ///,./,' per x~ — oe. 

per x~ 0 e per x~x sono — H H-t--|-, — I — I — t— — t— . Per 

conoscere comd si- perdano le due variazioni corrispondenti ad x negativa, 
osserveremo che la f t si annulla per x poco maggiore di — 1, il qual 
valore rende J t positiva, e così si perdono le due variazioni ; dunque la J ~ 0 
ha soltanto una radice positiva. 

32. Oliando per una stessa determinazione dell’ incognita la. proposta fun- 
zione ammetta pili valori differenti si dovrà discutere diligentemente la conti- 
nuità di ciascun valore, sia corrispondentemente al cangiamento dell' incognita, 
sia nel passaggio dalla funzione alle sue derivate. 11 teorema del Fourier riu- 
scirà di pochissimo vantaggio; e piuttosto a mostrare l’assenza di radici si dovrà 


Digitized by Google 



DEL M. E. PROF. GRISTO BELLAVJTlS 1.7 

ricorrere all' altro criterio di spartire 1' equazione in parti, che si mantengano 
tutte dello stesso segno : oppure mostrare che dando ai vari! termini della fun- 
zione i valori più acconci non si può giungere, dentro del dato intervallo, a 
mutarne il segno. • ... 

- 33 . Veniamo ai friterii che' assicurano della presenza di radici. Se la f è 
una funzione dell' incognita x che almeno in oh datò intervallo non cessi • 
d' esser continua e finita, e seda f cangi disegno dall' uno all' altro confine 
dell'intervallo, la f—0 ammette per certo un numero dispari di radici in 
quell’ intervallo. . • ■ • • * 

34 . Credo olile esporre brevemente la teoria degli intlhi data dal Cau- 
chy, da eoi si fa tosto dipendere if teorema dello Sturm. Segneremo con I( f 9) 
l ’ indite relativo ad un redo intervallo, cioè' la somma di tante unità positive 
quante sono le Variazioni di segno che si perdono nelle funzioni f <p , quando 
la variabile .r passa da un valore immediatamente minore ad uno immediata- 
mente superiore a ciascun valóre,/ rhe annulla la prima delle f p . e di tante 
unità negative quante sforo le variazióni' di segno rhe con eguale supposizione si 
acquistano nei valori delle / t . Perciò se le f <p non si annullino mai insieme, 
la somma dei due indici ! (f. ?)-(-/ (p, /) eguaglierà la somma di tante unità, 
positive, ó negative quante Sono le variazioni di segno, che si perdono o-si aqui- 
slano all' annullarsi dell’ una o dell’altra dèlie / ? . Ritenuto che dentro del 
dato intervallo le f <p sieno sempre continue e finite, esse eangerajmo di segno 
soltanto annullandosi; ed è facile riconoscere che là predetta somma eguaglierà 
eziandio il numero delle variazioni rhe nelle f 9 si perdono da un confine 
all’altro; cioè essi sarà -f- 1, — I, o 0, secondo che. quando all’ incognita si 
attribuiscono successivamente i il ne valori minore e maggiore, cbe formano i 
confini dell’ intervallo, indir f 9 si perde una variazione, o sé.ne acquista Una, 
o nulla si perde ni si Acquista. Su' la 9 sia' un.T funzione, cbe, almeno per 
tutti' i valori che rendono p — 0, abbia segno opposto- di / (il che esclude il 
caso che le <p p t si annullino insieme) sarà 1 ($./)~ — 1 ; e perciò 

•anche l\f, f >) — ’/(?, uguaglierà il-numero delle variazioni che nelle f $ 

si perdono dall' uno all’ altro ronfine. Per la stessa ragione se la sia, almeno 
per tutti i valori che rendono % % — 0, di segno opposto alla 9 sarà Ify, p t ) 
— I (9 , ?,) eguale al numero di variazioni che (sempre dal minore al mag- 
giore confine) si perdono nelle 9 9 t . Perciò sommando sarà /(/, 9) — /(?, . ?,) 
eguale al numero delle variazioni che si perdono- nelle -/Vó,- Continuando 
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lo stesso ragionamento od osservando ohe se $ r ■ non muta mai ali segno è 
necessariamente /(?> r , +) ~0 vedremo clic se le . <p r sietio determinate 

eolia predetta condizione, che- coll’ annullarsi di ciascuna delle / f .... tp r 
quella che la precede e quella che la segue abbiano segni opposti, e 1' ultima 
conservi in tutto il dato intervallo egual segno, l’ indice /(/ sarà dato dal 
uuipero delle variazioni di segno die nelle f tp <p t . i . <p r si perdono dal primo 
al secondo confine dello stabilito intervallo. 

'v 35. 'Scia /èia derivata della / l'indice /(/ /) eguaglia il nu- 
mero delle radici differenti della /— 0 contenute in un dato Intervallo ■ poi- 
ché quando la x è infinitamente poco minore di una delle radici, della f~ 0, 
le ■/ / hanno segni opposti, ed acquistano segni" eguali per x infinitamente 
poco maggiore della radice; c perciò ogni radice (semplice o multipla) della 
/zz 0 dà 1‘ indice -+- 1 . Quando la f è una finizione .algebrica razionale 
intera della ir, la / sarà di grado meno elevato, e potremo formare le // . . . 
di gradi sempre meno elevati. Se giungeremo ad una /, che iu tutto lo sta- 
bilito intervallo conservi egual segno, il numero /(/ J ) di valori differentìy 
che rendono /zz 0 , eguaglierà quello delle variazioni, che nelle ///.../ 
si perdono dal primo al secondo «infine dell’ intervallo. Se le f / avessero 
qualche fatloro comune, esso potrebbe toglienti, do|K) di che, mutandosi egual- 
mente i segni di tutti i termini f //.../, il numero delle loro, variazioni 
resterebbe quello "stesso di prima. 

36. Jj’ applicazione di questo celebre teorema dello Sturm ad un’equazione 
comppsta dì molli termini riesce bene spesso molto laboriosa ; ne faremo qui la 
facile applicazione aUlcquaiione del § 27, polla quale f—X ì ■ — 6j‘ — 33zrj — 30, 
f — Ox* — r 24jr’ — 33 ^ prendendo f x —xf — 9/"— 30x14-264-11-1- 270, 
siamo cèrti che quando /zz 0,./ avrà segno opposto ad f. Riconosciuto che la/ 
rimane sempre positiva, vedremo che corrispondenfémente ad' xzz — oo , — 0, 

— Co, le.// / avranno i -segnj — — 1-, -ri — J--+-: .perdo la 

f— 0 ha una . sola radice, die cade nell’ intervallò tra 0 e oo , nel quale ‘si 
vede che sparisce una variazione di sfgno. Cbe la / zz 0 non abbia alcuna radi- 
ce positiva risulta dalla mancanza di variazioni- di segno. Per assuefarsi che non 
ne ha nemmeno di negative, .muteremo H segno all’ incognita, ‘ c della 30z^ 
— 2(i4.r-|- 2.70 ■ calcoleremo- la trasformala in (x — I) che li a i coefficienti 
30 -1- 420 -1-1 80 — 4 44 + 36 ; le sue due variazioni di segno spariscono quan- 
do diminuiamo ancora l’incògnita di * come- si vede -nel seguente calcolo 
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* * f 

30^ 120 4 - (80 — (44-4-36 ■ 

-1 1 30 -f- i 35 +- 247 — 21 + 25 • , - - ’ 

1 ! 30 + 1504*322-4-140 

Cd criterio dato al § 25 si. riconosce die in questo intervallo di ~ non può 
esistere alcuna radice . - 

. _ 30 -M 20 4-480— (444-36 

■ X!-. 828 — 384— 72-4-144—^72 . . 0 . ; .. 

37>La maniera -più generale per ottenere le J f , di gradi decre- 
scènti consiste nel sommare o — / la f moltiplicata per- un binomio xx 4 - fi- 
ni guisa che la ■*- (**’-<& @)J' sia almeno dì due_gradi inferiore a /; 

oppure In guisa che — /4- (*x 4- @)J" possa dividersi per _x\ Nello stesso, 
modo si procede per’tutte le funzioni seguènti. 

; Ricerca dellé radici immaginarie delle equazioni. 

38. Prima di accennare i metodi d’approssimazione, i quali divengono piò 
laboriosi a motivo della simultanea deteibninazione della parte reale e del coef- 
ficiente di — t , diamo il criterio per conoscere il numero delle radici com- 
prese in.un dato intervallo. Comincio da mwteorema dovuto all’Autore della 
teoria degl’ indici intorno al numero delle radici reali di dne equazioni simulta- 
nee f (x.y) — 0 , <t(x,y)~ 0- comprese in un dato intervallo. Ora l’ inter- 
vallo non è più definito,- come nel caso di una sola incognita, da due- conimi 
della medesima, bensì da un circuito chiuso. Supponiamo ■per esempio che si 
cerchino tutte le soluzioni, per le quali x è compreso tra x <: ed 1 x ( -ed y 
è compreso tra y o ed )y; considerandole x y come le coordinate ortogo- 
nali d’ un punto, • vedremo che - le predétte condizioni si riducono a ciò che il 
punto espresso dalle coordinate - f y- cada dentro del'reUangolo ARCD , -di 
cui il lato AB parallelo alle x corrisponde ad y~y 0 , -e si estende da x tl 
ad x v ; il lato BC , corrisponde ad x~x (( - e -si estende da y~ ad y { ; il 
lato CD corrisponde ad y—y i e si estende da x t ad.x 0 ; finalmente il lato 
DA corrisponde ad x~x 0 , ’e «'estende da ’y t ad y-c Se invece si voles- 
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sero le soluzioni, per le quali (osse (x — d)' +/ < 1 , ciì» sarebbe lo slesso 
colpe chiedere tulle le soluzioni, per le quali i punii espressi dalle coordinale 
x y cadono dentro del circolo che ha il raggio 1 , ed il centro nel punto 
xz^za, y~ 0. • • . 

39. Come nel caso di una sola equazióne ad una sola incoguila f(x) ~0, 

la conoscenza dei segni dei valori /(x 0 ) f(x t ) corrispondenti ai punii estremi 
dell' intervallo non indica il nuntero delle radici comprese in quell' intervallo, 
ma soltanto 1' eccesso del numero delle radici corrispondenti ad un valor posi- 
tivo della derivata f\. r) sul numero di quelle corrispondenti a f (x) nega- 
tiva ; così pure pfl caso di due equazioni a due incognite si ba il teorema : L’ in- 
dice /(?,/) corrispondente a tutto un circuito chiuso eguaglia il doppia 
dell'eccesso del" numero delle soluzioni simultanee delle f (x, y) — 0, $(.r, j')zzU 
comprese dentro quel circuito e corrispondenti. ad un valor positivo della fun- 
zione S~l),/D,f. — D j/Ojip sul numero di quelle corrispondenti” a <S 
negativa. Si avverta che il. circuito dee tutto percorrersi nel verso, con cui abbia- 
mo precedentemente descritto il circuito . ABCJ) (poiché se lo si percorresse 
nell’altro verso l’ indice muterebbe di segno). Per ogni combinazione di r ed y, 
che esprime un. punto appartenente al circuito e che rende- pzzTt), dee osserr 
varsi se nel verso in cui si percorre il circuito vi sia perdila od acquisto di 
Variazione nei segui di e f prima o dopo di quel punto, e deve coniarsi l'indice 
- 4 - f nel primo caso, e' — 1 nel secondo: l'indice I (<p, f) é la somma di tutti 
questi indici parziali. La 9 è' la funzione alternata o determinante delle, deri- 
vate' prime, la caratteristica D, indicando la derivazione rispetto alla variabile 
x,' e la D,. -quella rispetto alla y. Siccome compiuto il circuito si ritorna al 
punto di -partenza, così (§ 34) c /(?,_/) ZZI — I (f, <p), e sì 1' uno che 1' altro 
dei due indici darà lo stesso valori:: calcolandoli entrambi si diminuirà il peri-' 
. colo di sbagliare. • • ’ . ' • , ■ 

40. Per dimostrare il precedente teorema premettiamo che se lo spazio 
contenuto- iii -un circuito- si separi in due parti, l' indice corrispondente' al 
cirqiito intero eguaglierà la. somma degli indici dei due -circuiti parziali: 
infatti, quando-si percorrono, nel verso stabilito i due circuiti parziali, quella 
parte ili circuito che separa i due spazii contigui viene percorsa nei due sensi 
opposti; quindi le dite porzioni di indice. si distruggono a- vicenda, e l' in- 
dice del circuito totale eguagliti la somma degli indici spettanti ai due circuiti 
parziali. .Voi possiamo perciò limitarci a considerare un circuito, che contenga 
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dentro di se una sola soluzione delle dòe equazioni fzz 0, p~0? sia esso il 
rettangolo ABCD eoi latd AB diretto parallelamente alle x positive, il lato 
BC parallelo alle y positive, il lato CD rivolto verso le x negative, e DA 
verso le y negative. Dentro di questo rettangolo sia FG la curva, a tutti i punti 
della quale corrispondono tali valori dèlie x y, che rendono f~0, c + la 
curva per la quale sia '<p~ 0 ; e queste due curve si taglino dentro del circuito 
nel solo punto il/. Supponiamo per fissar le idee clic i punti FGt t>+ sicno 
distribuiti sui lati del rettangolo nell’ ordine AFqBGC+D . e per tutto lo 
spàzio AFM-PrD i valori delle f p sieno positivi ; la f sarà negativa tarilo 
nello spazio M F<t quanto nello spazio MpBG, che sono separati dal primo 
dalla curva FG. per la quale è Cosi pure la ? sarà negativa nei due 

sparii MfBG, MGC+, c positiva - nello spazio 4//V; mentre la f è positiva 
anche nello spazio. MGCir. Nel punto il/ la derivata D y f è positiva, per- 
chè nell’ aumentare della' y la j passa dàl negativo al positivo, invece le tre 
derivate D r f I), p, D 7 p sono tutte tre negative, dunque la 8 è . positiva. Se 
ora percorreremo il circuito ABCD troveremo che l’ indice I(p./)h for- 
mato da, -+- 4 difendente dalla variazione ohe si perde nel punto 4 > rtientre le 
due funzioni p f dai segni H — - prendono i segni — , e da -f-1 dipen- 

dente dall’ altra .variazione che si perde nel punto +. invece T indice 1 (J. p) 
è. — 2, risultando dalle due variazioni di ségno che si acquistano nei due punti 
F, G percorrendo il circuito da A verso B e da B ver$o C. Cosi si ha, come 
esige il teorèma, / (p. f) “ — /(_/, ?) ~ 2 doppio del minoro di soluzioni 
comprese nel circuito. Il teorema rimane dimostrato colla discussione di lutti 
gli altri casi, che possono occorrere nei segni delle funzioni nèlIe-quaUrp parti, 
che stanno intorno a ciaschedun punto d’ intersezione il/ delle due curve 
/•= 0 , 4 = 0 .',. * • • 

41. Questo teorema riesce di scarso giovamento nella nsoluzipne. simulta- 
nea di due equazioni, attesoché due- soluzioni corrispondenti una a 8' positiva 
ed una a « negativa si nascondono a vicenda, nè se ne scorge T esistenza. Ma 
se si abbia una equazione della quale si cerchino le radici immagi- 

narie, ponendo X~x-FÌ;f ■ (dove' l’apposito segno, f sta in luogo di / — t) 
avremo F(X)~/(x, %) -f- P ( j ;, $) f , che è smldisfatta dalle due equazioni 
simultanee f (x, £) — 0, p(x, d. Ora. ritenuto che la fuuzioue F del. 
1’ immaginarci X sia tale che nc esìsta la derivata, il differenziale della prece- 
dente equazione darà ■ . • , ; 
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' F (àr ■+■ A f f) = (D,/-|- D,*>r)(Lr-t- (J) ? /+ D^V") d|,. 

quindi 1 . - 

— ;d x /+ d: ? / - 1) 5 ? - n ? // , ' • 

perciò . ■ - . -, 

* 1 Dj/— — D,f f c 

> - «,/D ? ? - D- ♦ »i/= («,/)’ + (I), ?)’ • • ... 

e sempre positiva. Viene da ciò 1’ importantissimo teorema che l' indice , 

•V • '/(*;./):= — I{f *) 

esteso per tutto un circuito chiuso dà LI doppio del numero delle radici imma- 
ginarie della' F(X), che rapprésentàno (secondo il vero significato degli imma- 
ginari!) dei punti compresi dentro di quél. circuito. . • . 

42. Per calcolare uno degli indici I (f, p) bisogna supporre che le x £ 
sieno le coordinate ortogonali di un punto, il quale percorra tutto il circuito. 
In particolare nel circuito rettangolare descritto ai § 38 pel lato sflì si do- 
vranno cercare i valori di x compresi tra -r 0 ed x t . che danno f (x, y ~ 0. 
ed osservare se corrispondentemente ad essi si perdano o si acquistino variazioni 
nei valori di f (X, y ? (x, y . Una tal ricerca potrebbe eseguirsi 'operando 
sulle funzioni ./{x, y <p (x, y come nel teorema dello Sturm si opera sulle 
f {x) f [x)\ ma il. calcolo riuscirebbe in pratica molto più laborioso di quello 
che determinare approssimatamente -Jutteje' radici della f(x, y,- che sono 
comprese nell'intervallo da x D ad x t e sostituirle nella <p (x, y. Cercando con- 
temporaneamente le radici delle due equazioni / (.r, ^ 0 )~t), <J (x, y ~ 0 si 
conosce con maggior facilità il segno che compete ad una delle funzioni quando 
l'altra si annulla, e si determinano nello stesso tempo i due indici 

1 (? fo y . /(• r i ?«,))■ t W (•*■’ £>)>.’’ (■*> U) 

la cui somma’ si verifica osservando che (§ 34) essa deve eguagliare il numero 
di variazioni che si perdono da. /(*„., y, ? (x Q , fj- t (x t [ £ 0 ) ; 

prrlochè se una delle / (x, y <p (x, y conservi sempre Irf stesso segno da 
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x 0 ad jt ( ", .5 inutile occuparsi dei cangiamenti di segno dell' altra; infatti in' tal 
caso uno degli indici à nullo, e l'altro è subito dato dalla predetta 1 loro somma. 
Si calcoleranno pure nello stesso modo gl' indici • ' ' 


1 (<f (•*, - Z) ,/(•*,. Z)) 

da £ 0 a ; gli indici 

i («(•*, Zi) >/(*>%;)) 

di x l ad jr 0 ; è finalmente gli indici 
• •/<><*., ©;/(*., 0)" 


/(/(■*,,*), •(■*.. «)) 
!(/(*, Zi), ? (*, 5 )) " 

X 

HfK a* fi*., b) 


da 5 ( a ^ . 11 doppio del numero delle radici comprese nel circuito ABCD 
è Uguale tanto aTla somma dei quattro indici 7 (?, f), che noi per brevità di 
linguaggio diremo gli indici positivi (il che non esclude il caso che alcuno 
di essi. sia negativo) quanto alla somma col segno cangiato dei quattro indici 
/ (J <p), che noi diremo gli indici negativi, perchè la loro somma non può 
mai esser positiva, potendo bensì esser positivo alcuno di essi. 

43. Dopo aver conosciuta la posizione di. ciascuna radice immaginaria, 

’ credo che per le equazioni algebriche il metodo 'miglioro di avvicinarsi al loro 
valore sia quello da me dato nel Saggiò sugli immaginarli, e che consiste nel 
calcolare successivamente le varie cifre della parte reale e dellà parte immagi- 
naria della radice. Supponiamo che l’ equazione sia d.cl 3.° grado, ed abbia già 
i coefficienti immagniarii. e sia - 

( / -4- -f- ( in *fi- jj£)X x (n -1- *f)X -) -p -4- ìt/— 0 . 

Separeremo i coefficienti reali dagli immaginari, • su di essi col solito 'processo 
Budan-Hornef e colla cifra a, che noi Sceglieremo nel modo che ci parrà più 
opportuno allo scopo finale, calcoleremo i coefficienti della trasformata in {X — -a) 


/- 1- m n -+- p 

A -fr f ' 

l -t- m t +- n, 


/+ m, -fr », . * 1 

*'+ 4-. «, 

i'~h 1», r 



\ 

* 
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Dopo ciò volendo passare a calcolare una cifra a della parte moltiplicata per 


/ dovremo trasportare da una tabella all’ altra i termini presi alternativamente, 
e mutare il segno a quelli che risultano moltiplicati .per. fX, coinè apparisce 

dalla prima riga delle seguenti tabelle 

* “ 

',+P, 

— / — fi x -f- /*, t, 


— / 4- (a, + « 6 -t- 

A ■+- m i r t 

— 1 Arti i -+-•»« 

”f r 

— ^ & 

che si suppongono calcolate colla cifra 

a, cioè aX — m i ~ ni, , az», — r t — », , 

«f. -+- p ì — p t , — al — fi I ~ [x, , ap, n > ~n i , ecc. Dopo ciò i coefficienti 
della trasformata in ( X — a — a?) si otterranno eseguendo sugli ultimi coef- 


fidenti dei mutamenti hiversi di quelli eseguiti da prima ; sicché, si calcolerà 
poscia una nuova cifra a della parte reale mediante le seguenti tabelle 

* ' • \ * * 

/ — ro, +■'»,-+• A U.Tft — 

■I ■ ' I • 

44. Per le equazioni trascendenti, oppure anche per le equazioni algebriche - 
non complete, che contengono alcuni termini con' potenze molto elevate, sicché 
le trasformate riuscirebbero composte di mollissimi termini; credo utile, dopo 
aver isolata quella radice che vuol ricercarsi, di determinare alcuni valori della 
F.(X) corrispondenti, per esempio,' ai quattro valori dèlia X, che rappresen- 
tano i quattro vertici del rettàngolo ARCD,- nel quale è compresa la radice; 
poscia coi mezzo della formula d’ interpolazione del § 15 trovare la funzione di 
terzo grado, che per quei quattro valori si accordi colla F (X), e risolvere 
l'equazione di 3/ grado,; al che possono anche, giovare le formule Cardaniche, 
Col mezzo dell' equazione ausiliaria di 3.° grado si potrà molto avvicinarsi alla 
radice desiderata,' particolarmente se sostituendo il valore approssimato nella 
F (X) si rettifichi opportunamente f ultimo termiue dell’equazione ausiliaria. 

Radici reali' di due equazioni simultanee. 

, 4o. lo credo che, parlando in generale, per risolvere approssimatamente 

due equazioni tra due incognite, se l’ eliminazione di un’incognita riesca- troppo 
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laboriosa, il metodo migliore sia quello di costruire le due cunvc espresse da 
tali equazioni considerando le .r y come due coordinate ortogonali, poscia sta- 
bilire con 'una prónti approssimazione i valori delle incognite. Mei raso che si 
credesse 'che qualche intersezione cadesse troppo da luttgi'si potrebbe come al 

§ 7 formare una seconda figura? nella quale I»* coordinate ilei plinti fossero - , - . 

46. Per approssimarsi poi a ciascuna, soluzione mi sembra opportuno di 
dare alla .r una serie (\i vftlori vicini alla intersezione ebe si tratta di determi- 
nare; poscia per ciascun. valore della x calcolare i corrispondenti valori della 
y mediante la risoluzione numerica delle due equazioni ; la differenza tra i due 
valori della- j'- si esprimerà cól mezzo delle formule d interpolazione (jj. 12 e 
seg.) in -funzióne intera della a - : sicché si otterrà un equazione che' si risolverà 
coi metodi dati per una sola incognita. 


) 


Esempi i numerici. s • * * 

• • * i ,- 

47. fili accennati precetti si ronderanno- più chiari e -compiuti applican- 
doli ad alcuni' esempli, che tolgo -per la maggior parte dalle altrui memorie. 

Esempio l.° trattato dalld Spitzer f Angemeinè Aufliisungiìer Znhlen- 
Gleicluingen Wien 1 851 ). Proposte le due equazioni x?~ 5,y r ~A pren-, 
dendo due volte il, logaritmo della, prima- e sostituendovi la seconda ho 1' equa- 
zione ad una sola incognita . , ’ 

• . -J 4 1? >S x . % Ig S =■— 04 55541 a . 

. * ‘ » • , * • •• # 

Quando Ig -x (logaritmo di x) è positivo Si ha - ' Ig. 4 — 0,602 jC 0 e Ig Ig .r -t- 

0,758 <0 finché lg x < 0.1 75. e Ja sómma di due quantità negative non- 
potendo esser nulla, ne vieni- che l’eqnaiione non può avere' rad lei da Igx^O 

a lgx— 0-,^75. Se lgx> 0,1^75 si ha ^ lg.4 — 0,402 < 0 e lg!gx-f-0,55$ < 0 
finché lgx <0,277. Se lgx>0,277 si ha ^ lg4 — Q,318<0, c Iglgx't- 

0,474 <0 finché lgx<0,336. Se lgx>0,336 silia-^-lg4 — 0,278<0 e 
lg fgx-+-0, 434 <-0. finché lgx<0,368. !>’ altra parte per lgx>0,45 é 

t 
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|gIgx-4-0,347>0, c lg -4 — 0,191 >0 finché lgx < 0,499, 'e la somma 

di due quantità positive non potendo esser nulla, ile viene che manca ogni 
radice da lgx — 0,45 a Ig x~ 0,499. .Per lgx>0,499 è lglgx 0,302 > 0, 

e - lg4 — 0,146>0 finché lgx < 0,616. Per lgx > 0,616 é 

‘ lglgx - h 0,211 > 0 è lg 4 — Q,055>'0 lincile ig x< 1,040, ecc. 

* ■ » . 

* . 1 . . 

Cosi è palese che l’equazione, non può aver alcuna soluzione fuori dell’ inter- 
vallo di lgx> 0,368, <0,45. - 

48. Per rendere più utile l' approssimazione lineare prenderemo (§10) 
per incognita la lg !g x — t, e daremo all’ equazione la forma >’ . 

, , V N1 (9,7796398 — NI/ ) -)- /-t- 0,1 55541 o — D 

(indicando colla caratteristica. NI il numero, di cui segue 'il logaritmo). Pren- 
diamo per prima posizione t~ — 0,4, ossia col solilo uso dei complementi 
aritmetici /— 9,6, le tavole logaritmiche danno il corrispondente- 

. • ’ ‘ NI /rr 0,398107-2, . 

• ,* * • . _ . \ ; 

a cui attribuiamo la variazione o differenza ÌOO'O (col punto io separo la sesta 
dalla settima decimale), le stesse tavole ci mostrano che la corrispondente diffe- 
■-renza del logaritmo / è 109'1. Sottraendo NI/ dal costante 9,779 . . . avremo 
un logaritmo, a cui spetterà la differenza, — 100 0 ; il corrispondente numero 
ha la differenza — 5 5 ‘4 ; ad esso si- sommano i due ultimi lerminideH’cquazioire 
e si ottiene 1’ errore -*-3727'2 colla -corrispondente differenza 53 '7 ; questo 
errore e questa -differenza hanno ih rapporto — 69,41; perciò il termine. 
/— 9,6, a cui compete la differenza 4 09' 1 ha Terrore . — 69,41 x 1 09'1 ~ 
- — 7573', tolto il quale., esso diviene / — 9 S 607573', che sarà la nostra se- 
conda posizione. ' - * 
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Costami 0,155544-5 ,. . 9,7796398 

/• =9,6 . mo-l Nl/i= 0,3981 07-2 • 1000 

• . _i 

Nr (9,77 . .. — M/) = 0.240731 ; à — 55-4 9.381532-6 — 100 0 ; 

Errore ; =— 3?27-2.: 53 7 = — 69.41 

l . = 9,607573- 107-2 Nl/= 0405110- 4.000 

0.236880-8— 54-6 9,3745298 

Errore i= — 4 7 : 52-6 == — 0,0893 

Il secondo errore — 0,'0893 x 107-2=’ — 9 6 tolto dalla seconda posizione 
dà V= 9,607582-6, perciò M/ = lgr= 0,405119- ed * = 2,541669.. 

49. Esempio S.° E. fin vantaggio del preiletto metodo che gli errori nei 
primi tentativi possono ritardare la determinazione, desiderala, non mai ren- 
derla difettosa; esso si applica .con. molta facilità ad ìiltra equazione, che tolgo 
dalla succitata memoria ", •• 

... '• ,* ,4m-5'= -10; 

il termine, da' cui dipende là maggior differenza è il secondo che noi perciò 
(5 10) porremo 5* = / c 1’ equazione diventerà 

NI (a Ig /) 1 — 1.0 = 0, essendo a = j® * = 0,861 3 53 1 . 

Attribuendo per prima posizióne ai / il valore 5 c fa differenza 0,001 - si trova 
che esso lia T errore — 0,592, tolto il quale si ha per seconda posizione 
jt= 5,592, che dà Terrore — 1948- e perciò il valore l = 5,593948, di 
rut nello stesso modo si verifica l’esattezza. 



Numeri 

differ. logaritmi 

differ. 

Costante 

— 10 



/ • 

»• V 

1000- lg/= 0,6989700 

86-8 


4. 

689- «lg/= 0,602060-0' 

74-8 

Errore 

— 1, 000000 0 : 

1689 = — ,592 


• '/ = 

5.592 • . 

1Ó00- • Ig /= 0,747567-2 

77-7 


• 4,404730- 

678- «JgC= 0,643919-3 

• 66-9 

Errore 

— 3270- 

: 167# = — 1,948 
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50. Prendo per 3.” .Esempio -F equazione f ZZ e*— 2x %- 5‘= 0 ; ia 

funzione derivata è fzz.f — 2, c se prendiamo f l zz.f — fzz 2x--f- 3", 
essendo fàcilissimo assicurarsi in quali intervalli la conservi lo stesso segno, 
sarà applicabile il teorema dello Sturiti (§ 35) ed il numero I (J, f) delle 
soluzioni comprese in un intervallo, nel quale la f- non cangia di segno, sarà 
dato dal punterò di variazioni, citò si perdono nelle f f J % . Del resto nel caso 
presente basta considerarti le sole f f\ essendo palese die la f’ ha una sola 
radice. . • • 

51. Adoperando I’ approssimazione- lineare gioverà dare (§ 10) all’equa- 

zione due forme deferenti secondo elle se ile ricerca la radice negativa o la posi-.’ 
tiva. Perda negativa conserverà la forma .. . 


■ ‘ . NI (k x) ■ — 2x — 5 ~ 0 “ 4 . . 

{essendo k = 0,434294'ìi il modulo dei logaritmi ordinarli) giacche il termine 
rhc ha maggior influenza è quello proporzionale all’ incognita. Cominceremo 
l'olla supposizione x = — 2,5 a cui attrihuiremo la differenza 0,001000' 
e troveremo 1' errore' - — 0,042800 ; bieche la feconda .posizione sarà 

•*=—2,4572 - ’ 

’ . * • 

(a cui attribuiamo la differenza 100') ; e troviamo l'errore — 38'9-ed il valore 

esatto ,x-=,—-. 2, 457161 - ! ? • . . 


» Numeri . differ. . 

Costante — 5 

,x — — 2,5 . . 1000 0 


logarltra 


NI (A x)’ = 0,082085 0 82 1 Ax = — 1, 0857362 

.— 2x = 5,’ ... —20000 

Errore -82085'0: — *1971-9 = — 42,8 


x =—2,4572 • ÌOO'.O. " • ' 

. 0,085674 5 • -8-6, . Ax=— 1,067.148-4. 

— 2x = 4.9144 • — 200 0 

T * • * * t 

Errore .74'5tj — t 191 '4 = — 0,389 


differ. 



434-3 


4^-4 
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52. Per la radice positivi cominciando- colla posizione x~ì troveremo 
per seconda posizione x — 2,3 ' 


postante 

— 5 


' • • 


— 2j = 

-4 

— 2000- 

• 

* . 


' 7,389055. 

7390- 

kx = 0,8685890 

434-3 

F-rrure + 

— 1,610945- 

: 5390- 

= —298,9 - . 

i „ 

— 2jt — 

-4,6 . , 

— 2000- 


■ 

* ' 

9,974182- 

' 9972- 

/Fr= 0,99887 7 3 

434-3 

■Errore “ 

,3-74182 

: • 7-972- 

■= 46^95 ‘ ■ ' 



e siccome la maggiore diTTe ronza è quel Tu clic è variabile da un» posizione all'al- 
tra; cosi 1’ approssimazione -lineare condurrebbe alcun 'poco in lungo. Potremo 
profittare delle due fatte posizioni e delle corrispondenti differenze, che possono 
prendersi per le derivale, c secondo la regola data al SJ 48 verremo a formare 
ufi’ equazione del 3,° grado, cbe>ci darà la radice .r= 2.251 6. I valori della 
funzione e* — 2x — 5 corrispondenti a .rrr: 2 W1 4=2,3 sono — l,6l09, 
0,3742 e le derivate sono ' 5390: i 000, 7972:1000, volendo adoperare la 
cifra 3^0'mc se fosse un intero, moltiplicTicremo questi valori per 10000 e 
per 1000, . poscia nella seguente tabella perchè 1’ ullimq tèrmine — -16109 
divenga, mediante il moltiplicatore 3!, -t- 37.42 bispgnerà che il precedente ler- 
mine sia. 6617, che per diventare 7972 esige il precedente termine 452; 
coji pure avremo (6617 — 5390) : 3 = 409, e (452 — 409) : 3 = 14. Dopo 
ciò si procede col solito processo, e si- calcolano le cifre — 5'*, 1 " r . 6" della 
cercata radice a: =2,2 al 6. 

H- 5390 — 16109 ‘ 

. -f- 409 +661 T-f- 3742 

14+452 + 7972 ; ’ 

14 + 494 * . ... • t _ • ‘ ■ ’ 

1 : « * • * . * 

.,- 01 4 -t- 4.87+- 77-2, 8— 122 ■ 

, 01 -+-4,8 + 749. ; . 

,0 5 -+-74,9 — 47 

7,5 — 2 
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53. De) mio se si volesse adoperare l' approssimazione lineare si dispor- 
rebbe 1* equazioni* cosi • ' ' ‘ . 

kx — Ig ( 2x -+• 5) = 0 

e con due sole posizioni si troverebbe il valore x = 2,251 636 

x=2, 4 1000- kx — 0,8685.890 4343 

2x-e-5=9. - 2000- lg(2x-t- 5) = 0,954242-6 96-5 

Errore — 856535: 337 8=— 253,56 

x=2, 253560' 1000. .kx =0,978708-7 4343 
2x+ 5=9,5071 20- 2000- lg(2x-t- 5) = 0,97 80490 91 4 

Errore 659-7: 34241=1,924 

x= 2,251 636; ' . .] . - ' 

* . ' ' , . 

• 54. Per ispingere 1’ approssimazione più innanzi occorrono tavole logarit- 

miche più estese; riescono comodissime quelle proposte dal Leonelli, ed io colgo 
ben volentieri questa occasione per Esporre come si determini il logaritmo iper- 
bolico di 2x -t- *5 = 9,503272-. L’ unità divisa per 0,950327;2' dà il quo- 
ziente! ed il residuo ,049672-8, clic diviso pel suo complemento 0,9503... 
ilà il quoziente .05 cd .il residuo 2156-44 (il quale si ottiene facendo a me- 
moria il prodotto 1 ,05 x 49672-8 e sottraendone- ,05). 11 suddetto 2156’44 
diviso pel suo complemento ,997 8 , dà per quoziente la sua prima cifra ,002 
ed il resìduo. 160-75288 (il quale si ottiene formando a memoria il prodotto 
1,002x2156-44 e dal prodotto sottraendo ,002). Proseguendo in simil 

maniera si-trova che- • 

S , • . L 

1 = 0,95032-7-2 x 1 x 1,05 x 1,1102 x 1,0001 x 1,00006.... 

quindi per ottenere il logaritmo di 9.503272- basterà sottrarre dal logaritmo 
di 10 , quelli di .1,05 di 1,002 ecc., il che si vede eseguito qui sotto coi logarit: 
mi iperbolici, che riescono più comodi elei tabulari 
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1, 052160772601 

,049672-800000 
2156440 - 
160752880 
60-768955 
0-772601 


Igli 10: 
Igh 1 ,05 : 
lgh 1,002: 
lgh 1.0001 : 
lgl. 1,00006: 


1,052160-772601 

2,302585092994 

48790-164169 

1998-002663 

099-995000 

59;998200 

772601 


2,251636. - lgh(2.r-f-6)zz 2,251636160361 

Se x ricevè 1' aumento l - , lgh (2j--f- 5) riceverà l’ aumento 


9,305272- 


: -210454 ; 


* 


perciò il procedente errore "160361 diviso per 789546 darà per valore cor- 
retto j-nzi, 251636-2031 04. 

55- Esempio 4. 8 L' approssimazione lineare mediante il calcolo delle diffe- 
renze serve con egHal facilità per I' equazione 

V'(28 -hx)—Y (63 — x) + à±0. 

e partendo da x~ 0 si t rosa prima x~, — 01,187 poscia- — 0,188302. 
Ed x zz — 6 dà similmente 1' altra radice x~, — 5,71398.5. . 

.56. Esempio 5°. Anche per l’equazione x — tgxzzO risolta dall’ Eulero 
e dal Pots$on.niun metodo è più comodo di quello dell’approssiraazione lineare. 
Se nel secondo tetmine della ltg x — lgjrzzO poniamo 


jrzz^ la Itgjrzz 0,673241-1 dà 1x^2,8669; ' . 

prendiamo per prima posizione ^-jzz 2,86 ed alla ltgxzzO, 673308-8, 
che è la parte più influente attribuiamo la differenza lOO'O, alla quale rotri- 
sponde nell' arco la differenza 31 -2 e nel .lg (—a:) la differenza 4-7. Si trova 
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l'errore — 1904-4, che toko dalla Itgx dà il nuovo valore 0,65257 5 4, 
da cui poi si, ottiene il valore esatto 0,652576'0 ed’ x = 4,493409- 

• . . 0,190110-9 

• - • ltgx= 0,650671 0 1000 

-i.x=2'86 31-2 lg(-|r x) = 0,4563660 47 

„ " Errore — 1814:9: 953=— 19,044 

... Itgx= 0,652575-4" 100*0 

^'x = 2,860593-2 3ll ” 0,4504561 4-7 

— ' 6:' 953 = -=r 0,006 

. * / 

57. Lo Stern ( Journal Creile T. XXII, 1841) fa successivamente le due 
ipotesi x = 4,4 e 4 f 5 e per ciascuna calcola npn solo il valore della funzione 
/=x cos x — scn x = 0, ina eziandio quelli delle sue derivate _/"' = — x Seti x, 
f — — x cosx — seti x, -Il modo più opportuno di utilizzare questi sei. valori 
è quello dato al § 18; cioè- si scrìvano in qua prima riga i- valori di' 

— 1,151933, / = — 4,1 $7050, /= 0,400662 

corrispondenti ad x = 4,4, dovremo” poi col solito calcolo mediante la cifra 
1 ' pervenire ai valori di . ‘ ” •- * ' s 

4-/" = -0,963056, /' = — 4,398885, /=— 0,028948 ' 

, . * . ' ’ I,.. . 

corrispondenti ad x = 4,5. Dopo di che continuando il solito calcolo prima 
colla cifra — 07"'. 'poscia colie '4'’ 1' si triiva il yalore esatto fino all'ultima 
decimale x = 4,49341 . 
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1 ' 


-t- 61 4 — 1 0905 — 42961 0 — 28948 
4-13 4- 627 — 4027# — 439888 
7-1-20-4- 647 — 9631 
7-1-27-4- 674 
7 + 34 


. 

, 1. 0.96 — 4392.2 4- 

1797 

•* / 

* — ■ 1,0. — 4385 ‘ 



0.01 -le 438,5 4- 

43 


. _ 43.9 ' — 

1 


- 07 "' 

/ 

4" 

4 - 


v 58. Kscmpio 6.° Prendiamo a considerare 1’ equazione risolto- dal Poisson 
e dallo Stero • • ’ - •' ■ 

/= (4 -e 3*.’) sen x — 4xcosx;z:0; " * • 

V •_ .. 

la sua derivata è J' ~ — x (3x cos x -f- 2 sep x) ; se poniamo • 

Jl——— 4 *C 08 r * —/-*/=* nx(t S x-o),. 

non è difficile riconoscere clic quando f zz. 0 la f % si riduce sempre a — ^f. 

e perciò ha segno opposto alla J, si potrà dunque applicare alle funzioni y^/' 
il teorema dello Slurm (§ 35) per tutti quegli intervalli nei quali la y con- 
serva lo stesso segno. Pec x piccolissima le f f y sono tutte tre negative, 
e perciò nessuua variazione di segno si puf) perdere fino a — x “ 65.°54'. in 

cui la f y diventa positiva; la variazione di segno sussiste fino a — x~ 1 14°6' 
perchè anche allora la J è. negativa. In Questo punto la f è positiva e la y 
diventa negativa, quindi si hanno due variazioni di segno, nna delle quali si 
perde quando — x iiM 80”, perchè .allora la f è" positiva ; e perciò dà 

^ x ~ 1 1 4° 6' a 180, cade una' radice della J zz 0,. Continuando questo esa- 
me .vedremo die ciascuna radice cade tra i 1 80° 4- 1 1 4°6' e (74-1)180°. 
essendo 7 un numero intero positivo. t 
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59. Determiniamo quella radice che cade tra 3 e 4 retti. Per maggior 
speditezza di calcolo esprimo gli angoli in parti decimali di angolo retto, secondo 
quel metodo' che fu con tanta attività promosso, e poi con s\ deplorabile debo- 
lezza abbandonato dai matematici. Daremo ali' equazione la forma 

5 « ' 


1 


.r cot x rz: 


quando — x supera 3 interi potremo considerare 1’ equazione- approssimata 

— pcotxzz — x ed in questa siccome Ig ( - — cot x) è la parte più variabile. 

• 2 _ * 

rosi porteremo su di essa tutto l’-errore;'da — .r zz 3 dedurremo 


0,54830 zr 1 (—cot 3,825) . 
2 
ar 


Cominciamo dunque colla posizione di — ar~3,83, a cui attribuiamo la dif- 
ferenza 0,00037 acciocchì il termine 1( — cót x) che è il più influente, abbia 
la differenza in. numero rotondo 0,00100. Per calcolare il logaritmo del primo 
membro dall' equazione mi servo dei logaritmi additivi di Leonelli-Causs, me- 
diante i quali ad A~\%( — J* cot x) si trova corrispondere /!■-)- tì~C~ 
lg(l — xcot.r), da cui -sottraendo il logaritmo del secondo membro dell'equa- 
zione si ottiene- 1' errore — 0,07214, che diviso per la corrispondente diffe- 
renza 93 e moltiplicato per 100, che è la. differenza del lg.(*T*cotx) dà 

— 0,07759 per Terrore di tal logaritmo; sicché per seconda ‘posizione pren- 
deremo 1 (—col x)~ 0.64052. Ripetendo il calcolo si trova il nuovo errore 

— 0,00085 tolto il quale si ha 1(— cot 0,64137. Calcolando poi con 

7 decimali si verifica l' esattezza di 1 ( — cot x) zz 0,641 369'9. ' • 


Numeri 

differ. 

logaritdii 

aliffer. 

y • costante 

* 

039612 


— cot X 


0,56293 

100 

!rzz3,83 

37 

0.58320 

' 4 

' 


A= 1,34225 

704 



B- 0,01931 

— 4 


• . - 

C— 1,36156' 

100 

3a-’ 

costante 

, * 

— 0,26730 


X* 


-t-1,1 6640 

—.7 


Errore 

— 0,07214; 

“93"; 
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• • — cot x ’ * 

• • 

0,64052 1 00 • . -■ 

•X— 3,85680 

32 

0,58623 4 


• • ’ ; 

À~ 1,42287 104 

t 


’B— 0,01610 — 4 • 

. 


C— 1,43897 100. 



—.1,17246 — 7 


Errore 

— 79: 93~ — 0,85 

• 4 * , 

yr % . 


0,196119-9 

— cot X 


0,641370 0 .100 0. 

' X — 3, 85; 069-2 

31-9 

0,586257-4 3-6 . ' 

26,53062 

63-3 

1,423747-3 1036 • 

. 27,53062 

.. €3-3 

1,4398160 .99-8 

3 jt 1 

^Te 

• 

— 0367301 1 

• - x* • 

c * ' 

— 1,172514-8 — 7-2 

• • • • 

Errore * "l:<'92"6- 

60. Esempio 7.° 

Sia ora proposta l’ equazione trascendente 

* * . . . 



. *» 

X 

* + 0,1=0; ' 


. ' I » . • ■ . .. 

la sua derivata }/2 . x- — 1 ;=0 ha evidentemente una. sola radice posi- 
tiva “ 0,43313, la quale dà al primo membro delta proposta un valor nega- 
tivo, perciò (§ 30) questa ammette precisamente due radici positive. Per tro- 
varle taccio parecchie sostituzioni, cosà per .r “ 0,2 il primo membro dell e- 
quazkme prende il valore 0,002685% cce. se le posizioni nOn formano 
una progressione aritmetica adopereremo la formula d’ interpolazione data al 
§ 15 : a tale scopo disporremo in colonne i valori di x 'ed i corrispondenti di y, 
le differenze dei secondi le divideremo per le rispettive differenze della x, sic- 
ché per esempio la. differenza tra — 26330" e * — 144.23" divisa per 0,2 
darà 59535" ; rosi avremo b colonna dei valori di y n , y „ , y u , y H • Le 
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differenze tra questi le divideremo per le differenze tra gli estremi x, cioè per 
0,4 — 0,2, 0,6 — 0,3, 0,7 — 0,4 ed avremo i valori di y tu — 598250., 
y ul , . Le cui differenze divise per 0,6 — 0,2, 0,7 — 0,3 daranno jr lm 

e y tUi , e finalmente la differenza di questi divisa per 0,7 — 0.2 darà 
r, -219828 


y 


0 , 2 , 

0,3 

0,4 

0,6 

0,7 


2685 - 

— 1 7805 - 204900 _j_ 598250 

«COSO — 289082 a, noao 

— 26330 +482517 ,, a , A o + 219828 

-, «23 +, 59535 + 4,0950 - 179,68 
38 . 9 + 182820 


I>bpo ciò per calcolare il polinomio 

7=>, -•-(*—**) f - 4 - (7 — ,3) [y m -+-(* — 0,4) (/„„ 

-f-(jr^-o,e)7„ m) ]| ; . 

potremo disporre il calcolo come nelle solile tabelle, ma prese dall'alto al basso ; 
cioè dopo avere scritto in una riga orizzontale i termini J ltM y lu > 

7 (t , y operando sui due primi termini colla cifra 6' (volendo trattare come 
- inferi questi decimi, si diminuirono ’oppo'rtunatnente i numeri della prima riga) 
•si otterranno i due termini dèlia seconda riga : colla cifra 4' si opererà su questi 
e sul terzo numero della prima riga, e si otterranno i tre termini delia terza 
riga, e cosi hi seguito. La maniera di questo calcolo e la sua dimostrazione si 
felino palesi ponendo mente che il desideralo polinomio divfso per (x' — 2') 
deve dare il residuo 2685, poi diviso per (x — 3') deve dare il residuo 
20490 é cosi in seguito. ■ . v 


6' 

4' 

3' 

r. 


21 ,9828 289,082 -f- 5982,50 — 20490,0 -f- 268,5 

21,9828—420,979 _ . ' ' 


21 ,9828.— 508,91 0 -f- 7666,42 


21 ,9828 — 574,858 + 91 93, ili — 4348^,3 


21,9828 — 618,824 -h 1 0342,87 — 61 875,6 -t- 89664 
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Per tal maniera otteniamo i coefficienti di un’equazione del 4° grado di cui cer- 
cheremo nel solilo modo le' due radici, come qni si vede 


■2 1 ,9828 — 6 1 8,824 -+- 1 0342,87 — 6 1 875,6 -i- 89664 


24 ,9828 — 6 1 8,824 4- 4 0342,87 — 64 875,6 + 89664 


486,927 + 7424,34 — 4 7347,7 — 44422 
353.03 + 529,4,4 +44399 
223,2 + 3952 ^ • > - 


+ 38,94 +1754,4 
+ 38.5 +2059 

+ .38 , . . 


Le dite raditi 0,24043 , 0,68499 sostituite nella preposta equazione danno 
due piccoli errori, che si tolgono tenendo conto deHe differenze 


24,9828 

— 574,858 + 

9193,45 

— 43489,3 + 

2685 

21,983 

— 530,89 

+ 

8431,4 

— 27227 


24,98 

— 486,9 


7458 

/ 


! 22,0 

— 443 





,0022 • 

— ,444 

. + 

74,44 

— 2651,6 + 

33 

,002 

— ,44 


70,7 

— 2584 



— ,4‘ 

+ 

70 

. . 



,38 • 

+206,7 

+ 2 

.4 

+ 207 , 



+ 2,4 

+ ‘ 0 
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Numeri 

dificr. 

logaritmi 

diflfer. 

x~ 0,210130 0 

1000 

— ,677511-9 

206-7 

x =0,110116-7 ", 

J4-1 

— ,958446-9 

292-3 

Errore 133: 

259 

= 51-3 


.r = 0,681 990 0 

1000 

— ,1662220 

63-7 

sr 

X =0.5820047 

•> * « 

120-7 

—435073-5 

90-1 

f — -*■ ■ 

Errore ‘ • — 447 : 

— 207 

= 710 



c np risultano i vali, ri x~ 0,2100787 , 0,681919-0. 

61. Per ricercare le radici immaginarie possono adoperarsi le derivate 
dell' equazione proposta, ma se partiremo da valori' immaginaria di jr , la cui 
inclinazione (argomento) sia compresa tra — jt e — a- noi ricadremo sem- 
pre solle radici reali; poiché infatti tutte le radici immaginarie della proposta 
equazione (che sono in nùmero infinito) hanno inclinazioni ben diverse. Sulla 
reUa-su cui vogliamo prendere le quantità reali vi sia la lunghezza OH = 0,1, 
1 _ 1 

e si descriva la curva per. tutti i punti X della quale sta HX~(OX) ; 
essa è costituita da due ovali, 1’una si estenda dal punto che ha l’ascissa (contata 

da O vèrso H ) eguale a 0,07456 radice dell'equazione .r*^* -f- x — -0,1 = 0 
fino alla, predetta 0,210079, e 1’ altra si estende dalla predetta ascissa posi- 
tiva 0,681919 fino all' ascissa negativa — 4,2111 radice della 

x^* — x — 0;1=0. 

Ogni punto di questa curva darà una radice immaginaria dell’ equazione pro- 
posta, purché alle inclinazioni delle rette OX HX si aggiungano due multipli 
di 2 tt tali che tra le due somme abbia luogo il* rapporto 1,-^a, Per esem- 
pio nell' ovale esterna vi è un punto corrispondènte ad OX = HX = 1 , il 
triangolo isoscele OHX ha 1’ angolo in. O = 0,968 di angolo retto, e 1’ an- 
golo esterno iti H è di 1,032, e dovremo trovare due numeri interi i j che 
soddisfacciano approssimatamente la 

(4M- 0,968) fi = 4/M- 1 ,032 , 


Digitized by 


DEL M. e: prof, giusto bella vitis ; 39 

ossia all’ iucirt a la s . . ' . .... 

,1393/ - t _ ®3~-983y , il che dà «“33864, /zr:4T981' ) , 

perciò una radice immaginaria è poco differente da x~ /7 s ' !6 ’ ,tl . ■ 

62. Una radice, che dipende da uu punto della medesima curva poco disco- 
sto dal precedente, è quella espressa approssimatamente da jt“ OX “ >r — 1 
poiché ne risulta ' - 

’x /t — ir*" = /*'“ — — NI 9,39704 -+- / NI 9,99088 — -y Q, 20279 

-4r/0, 97923 c j'-t-O '1= — 0,1 0271>T->rO,0207 1 7. 

Questo medesimo valore approssimato dì x’ZZ./*** ci dà * 

. • . t . - * % ». 

y* =z NI 0,4 5051 /*•“ = NJ 0,-14140 -t- >r NI 9,45753 

* .-• . - .= 4, 38480 -H/ 0,28678; 

* * ' 

sicché la prima derivata della funzione x*'* — x-t-0,i è ’ 

“ 0, 38480. -t- / 0,28678 . 

Si trova pure la seconda derivata 

. . * / f 

(2— 11879 — /0, 5T361, . 

e la derivata terza ' ■ - , ■' 

— (2 ~r% ~ 0,33602 4- / 0,06959 . 

(Queste derivate divise per 1, 1.2, 1.2.3 danno (odimettendo le derivate d'or- 
dine Superiore) per determinare x t ~x> — ? I' equazione del 3.° grado 

(5600 -+- /“Il 60) i ( l 4- (5940 — * 28680) r* 

-+■ (38480-+- / 2367-8) x, — 10279 — «r 2077 = 0 . 

Come dicemmo al §43 i coefficienti si separano in due tabelle e colle comuni 
cifre 2’, 2" si ha iu mira di ridurre gli ultimi termini 

■ V • , •' ‘ ‘ 

' * A 

, ^ Digitized'by Google 
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5,600 -+- 59,40 -+- 3848,0 — 1 0279 

1 ,160 — 286,80 + 2867,8 — 2077 

r 

| 5,600-+- 70,60 +3989,2 — 2301 

1 ,1 60 — 284,48 + 2298,8 + 2521 


5,600 -+-81,8 + 4153 

1,16 —282,2 +1734 


: 5,6 -+-93 

1,2 —280 

2" 

,006 -+-,94. +417,2 — 1467 

,001 —2,80 +167,9 -a- 2857 


,006 +,95 +419,1 

,001 —2,80 +162,3 


,006 +,96 

O 

0 

» 

1 

K) 

OO 

0 


— 1 467 , -1-2857 ad aver, nn rapporto non molta discosto da quello dei ter-, 
mini penultimi — 162,3 -+-419,1 die nelle tabelle successive diventeranno i 
loro divisori. Eseguite nei termini le trasposizioni indicate al § 43, si trovano le 
due cifre — 7", — 5“' della parte immaginaria, le quali rendano gli ultimi 
termini - 77 - 305, ■ — 126 quasi proporzionali ai penultimi -+-37,6 -+-14,8. 


,001— ,96^162,9— 1467 

—,006 + 2,80 + 41 9,1 +2857 

" —,001— ,97 — 155,5 — 379 

—,006 **- 2,84 +399,2 + 63 

— 1,0 — 149 

— ,01 +2,9 +379 

— ,01—14,8 — 305 

-+-,03 +37,8 — 126 

— ,01 — 14,8 

+-,03 +87,6, / 


e rimettendo i termini, nella prima posizione calcoleremo le cifre 8 "' 2 ' della 
parte reale ’ . 


+ ,04+37,6 — 305 

— ,03+14,8 — 126 

+ ,01 + 37,7— 3 

— ,03 + 14,6 — 9 

+ 38 

+ 14 

^ -f- 5 

1,4- — 6 


Raccolte le cif+si ha 0,2282 — 0,07 5, e perciò -\ .. 

x = 0,2282-+-/ 0,925=z NI 9,97897 
-Rifacendo il calcolo con questo valore molto più approssimato 
* = 0,228227 -t->r 0,924991 ’ • 
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troveremo . 

/*-^ + 0, 1 = 0,000221-1— /0,000055-r v. 

* • • t r 

e la sua derivata 0,378653 -t- S 0,143778 sicché ['equazione del 1.° gradp" • 
die di la seconda correzione è • ' • 

(3786&-(-^14378)4: t -^22, 11— ^5,37=0 t •• .. 

che- si risolve nel seguente modo .• j 


.... 

37865 -+-22,11 

14378— 5,57 

• i 

— 4’, 

.378,7 + 696 

143,8 — 1132 

/3" 

— 143,8 ,-h 265 

378,7-f- ’ 4 

— 6’ 

' 37,9 -+- ’ 38 

14;4— ‘ 82 

fi- 

— . 14,4- -t- • 9 

37,9— -6 

— 2" 

*. 3,8 -f^ ' -1 

— 1,4— . 3 

Si' 

- 1.4 + 0 

3,8 -|- ì 


■c dà la correzione x^ — — "Q, 000462 -t- /-0.OP0321 . Cosi abbiamo la radice 
esalta fino all’ ultima decimale - , . 

■' x =n 0,227765 4- S 0,925312 = NI 9,97906 

* ... I 

. v 63. Esempio 87° Si ctrchiirirle soluzioni reali deHe'.diló equazioni 
— r’ .r ^ 0 , kf—'òxy — -r’ 0 . 


Quando x è grandissima negativa, le due radici della prima equazione sono 

1 c — -x, e quelle della- seconda sono — . . e .r; mentre x aumenta avvi- 

cinaiìdosi allo zero, la prima, fa dice della prima equazione poco si discosta, dal- 
l’unità, e la prima -radice della seconda equazione va diminuendi); ma pel- 
ar— — 1 esse sono ancora 'discoste, cioè fona x— 0»2l6 e l’altra y ~ — -0.9. 
Soltanto ad .r — 0 e.vc divengono ambedue x — .Così abbiamo intanto la 
soluzione .r.“0, yzz. 0, che è ijna soluzione semplice, -perchè quando .mzO 
la.setonda equazione ha bensì ambedue le “radici . zz 0. -ma la prima equazione 


« 

- 1 


W V* ■ 

vT' 6 
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ha mia radico ~ 0 ed una infinita. Quando x diventa positiva la seconda 
equazione comincia col mancare di radici- (reali) e soltanto per x~ 3,4 ha la 
radice doppia y~ 1,2 ed allora la prima equazione ha una radice ^+ 0,3814 
e 1’. altra negativa': la differenza 4ra . queste due radici è 0,8186. Per .r“ 3,6 
la seconda equazione ha le radici tì,ì> 2,1 c la radice positiva dellh prima è 
0,4349, che paragonala colla prima delle predelle dà la differenza 0,1651 . 
Ecco il dettaglio di calcolo per la risoluzione delle due equazioni di 2." grado 
corrispondenti ad ar~ 3,8 • . 


3,8+21,44 —10,64 , 


y^ 0,45894 


4—11,4+4,5.6 


38 + 2296 — 1456 4 

4— 98 + 64 

38+2448 

4— 82 

3,8.+ 2470,8+ 265 8 " 

4— 788 + 96 

3,8 + 2494 

4— 756 

,04 -t- 249,4. -+■ 16 i'" 

,4-755,6-1-204 

+ 2,5 + 1 

— 755 

■„ ' V 

— 755 + 83 

' T 

7,6 


y — 0.481 27 • 


la differenza tra questi due vaRiri è 0,02233. Per JTI3 3,9 le due equazioni 
hanno le radici 0,470378'3 0,429830*5 colla differenzi — 0,040547 v 8. 
Colle fatte supposizioni e colle trovate - differènze tra le radici delle diie eijua- 
zicmi noi formeremo come' spiegammo ai §jj 15 e 60 la seguente tabella 


.3,21 .8186 

3,6 1651‘ 

' 3,8 22,33 

.3,9 —405,478 


low —16338 ' ' • . 

_ 7130 15313 _ 

2 ^ 33 - 6288 


Prenderemo per incognita' la x t ~x — 3,9 e profittando del valore corri- 
spondente ad x=r3,9. calcolalo con maggior numera di decima]!, ci faremo 
a risolvere l’ equazione • • ’ ' 


Digitized by G’oogle 


nF.l M. E. PROF. GIUSTO BELLAVIT1S 


43 


— 405,478 x, j — 6288 H- ( .r, -+- , • ) [ 2873 — (x, + ,3) 1 77 1 ] J = 0 , 

i cui coefficienti si determinano nel modo seguente, e si caU'pla poi il valore di 
xrz — 0,004 • ' .. ! 

— 3' I — 17;774 +28,73 — 628.8 — 405.478 

•* 0. ' ‘ ‘ • : — ; - , 

— 47,771 — 2.4,58 


—r 

— O 

— 1" 


— 1 7,77 1 — 42 , 25 , — 653,4 


— 1 7,77 1 — 42.25 — 653,4 — 405,478 


| ,i77 • — 2,90 — 632,5 +- 373. 

,18 — 1,7 -i-621 

,2 +o. • . . : 

— >62,1 ' • 0 

quindi x~ 3,9 — 0.07 -f- 0.006 ~ 3.836 , valore clic sostituito nelle due 
equazioni presenta tra le due radici la differenza — 0.00063 (se min si fosse 
tenuto conto della posizione x ~ 3,2 elio poteva considerarsi come troppo 
discosta dalle altre, si sarebbe ottenuto un valore meno approssimato), sicché 
con facile calcolo se ne deduce arzr3,8347 ed'^“ 0,4530. ' 

64. J.»e equazioni preccdentclnente proposte essendo, rispetto alla y del 
solo 2.° grado rendono facile la sua eliminazione, il che darà colla segnatura 
delle funzioni alternate ossia determinanti ‘ . 

•r, *'-t-7, •— Q 
0 , , X , jr* -+- 7, — x' -I- X 

4, — .3*-, — x’-t-5x 0 

0. 4' , — 3.r. — x' -(- 5* 

che rappresenta 1" unione di tutti i seguenti prodotti, ognuno dei quali contiene 
ordinatamente un termine. per ciascuna colonna ed inoltre un termine- pcY. ciascu- 
na riga; ogni terntina-che ha al dè sopra uno n più segni — è tolto da una riga 
superiore a<T altrettanti dei termini che lo precedono in quel prodotto, c questo * 
ha il segno -+- o — , secondo che il numero di tali segni — è pari o dispari 


= 0 , 
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, » •’ t * . # 

xx ( — x' -+- 5x) ( — x' 4 - éx) — x i— r- 3 j" ) ’(jr' 4 - 7) ( — .r’ + o.r) 

« “ * • 

* * • ' 

4 - — 3x) ( — 3x) (— x* 4 - x) — x.4-(— x' -j- 5x) ( — x’4-x) 

4- 4 {? + 7) Cx’ 4- 7) (— x* 4- 5x)'— 4 (? -+- 7) (— 3x) (— x’ + x) 
v — 4 x^( — x’+x) ( — x’-f- ox) 4r 4.4(— -x’ 4- x) (— x' 4 - x) 

— — 6 x‘ — 4x 5 4 - 33x* 4 - 229x* — 96x’ 4- 980 x — 0 


la qual equazione oltre la radice -0 ha appunto la radice x~ 

: 3,8347 

apparisce dal seguente calcolo 

• * • «P 0 


* 

\ 

6+ e 4 — 33- 2294- 96- 

— 98Q 


3 

64-224- 33 — 430 — 294 - 

-1862'- 



6+40 + 153 4 - 329 4-693 


* 

• ‘ 

64-584-327 4-4310 




64 - 76-4 555 




64-94 ' • 

• 

. ? 

8' 

| ,006-+- ,9884-63,4044-4817,234- 21467,8 — 

14458 . 


,006+4,036+7^69 4-2390,8 

+ 40594 ; 


• 

,0064-1,08 4-80,3. -f-0033 * 

# 

• 9 


,64 . 4-4,4 4-89 



3 

,000 14 - ,089 4 - 3 O ',60 

+4451,2 — 

2004 


4- ,09 . 4-30,0 

+ 4244 


A 

’ . .. 4- ,31 

+425,6 — 

302 

■ r 

' • • ,, 

42,7 — 

3 


‘J • , • , 

V 



La mancanza delle altre due radici positive si riconosce ferendo svanire il penul- 
timo' termine, onde vedere se esso presenti un "valor ùrbico ; infatti operando' 
colla cifra 2' • , 
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. ,06+, 4 —33 —2290 +«60.0 — 980000 


2 ' r 


j ,06 + ,52*— 32.0 — 2334 + 4892 > 970216 
,06 + ,64 — 30.7 — 2415+ 62- . 

-f-,T. — 29- —2473 


si rende palese la mancanza di radici Ira 0,2 e 0.3, che «A l’ intervallo, in cui 
spariscono le due variazioni di segpo. La mancanza di radici negative apparisce 
anche più facilmente. 

• 65. Esempio 9.° Prendo dalla memoria dyllo Spitzér 1’ esempio delle due 
equazioni - . •• . . 

'• y_4x/+2x’ — x‘ = 0, , (x — l)jr , +.r , = 0. 

Quando x è negativa lp prima equazione ha una radice- reale negativa, che, 
quando x è grandissima, è, poco differente da x, mentre la seconda equazione 
ha la radice — f / ~- x ■ Per xzr^lO le due predette radici sono — 15, 
— 4 ; 5 la prima 'radice si riduce a - — <4 soltanto quando è all' incirca 
x — ■ — 4; ma allora la seconda equazione ha la radice — 1 . 8 : ' e perchè la 
prima equazione abbia la” radire — 1,8 bisogna che sia x ~ : — 2 ed allora 
la seconda equazione ha la radice — 1,1. In questa maniera ci conduciamo 
ad x.zz — 4.2 a cui corrispondono nelle'ihie equazioni le radici 

• .* . ' : y—~ 837583, ■ y zi — 0,809040 
colla differenza — 0,028543. Con'ajtre due posizioni formiamo la- tavoletta 
— . - x <differ. 


‘ — 1',2 
• -.l',l 
- 1,0 


— 28543 
4296 


32839' 
29218 • 


3621 


335+5 

Ponendo x~ — 1,1 — la fòrmula del § 12 ci da 1’ equazione . 

4296 31 028 x* — 1810 x' zz 0 

che col solito avicolo. dà xhz — 1,113-74 • 
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— 18,40 — 31 02.8 + 4296 


. 4" 


4' 


— 18,10 

— 3120,9+1175 

- 18,1 

— 3139 

— ,18 

— 314,4 + 232 

— i* 

— 315 


+ 31,6 ‘ +» 11 
— 3 — • 1 


a cui si trova corrispondere in ambedue le equazioni y — — 0,76606! 

66. La x — 0 è fina radice doppia del sistema delle due equazioni, poi- 
ché — 0 è allora una radice doppia della seconda equazione e tripla della 
prima. Quando x è molto piccola, per esempio ,x~ 0,01 la prima equazione 
ha le radici — 0,2 , 0,005 , 0,2 -e 1’ altra le + 0,01, che stando comprése 
tra le prime, e che al crescere di x (fino all’ unità) vanni» aumentando di 
valore- fino a sorpassare le radici estreme della prima equazione. Faremo le sup- 
posizioni jt— 0,6, x— 0,8 e. posria, per avvicinarsi al desiderato valore, 
anche le altre due x zz0,78, x~ 0,82 ; le corrispondenti radici delle due 
equazioni sono • - 


x — 0,6 

prima l — 1 ,6451 0 
equazione \ + 1,431 01 
seconda 1 + 0,94864 


• 0,78 0,8 0,82 

— 1,87506 — 1', 89856 —1,92169 
+ 1,63259 +‘1,65399 + 1,67522 
+ 1,66297 +.i;78^85 +1,93276 


quindi formeremo la seguente tavoletta delle differenze tra le radici positivi: 


6 

7,8 

8 

8,2 


-48237 • 

3038 w imi 494l 

25754 . 


r ponendo 10xr=7,8+x ( avremo come ai §§ 1 5 e 60 l’ equazione 
3038 + x, | 52240 + (x, + 0,2) [11 877 + (x, +1,8)4942) j =± 0 
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i -cui eoefliciénli si determinano nel' solito modo (§ 60) 


-1,8 

j -i- 4942 + 1 1877 -t-5?240 + 3038 

0,2 

- 4942 + 20772,6. 

0 

•4942 + 1 9784,2 + 48085,5~ 

— 7" 

4942 -+• 1 9784,2 + 48085*5 + 3038 

f ,049 +19.44 -1-4612,5 — 2328 

,049 -4-19,10 +4538,8 

f ,05 -4- 18,75 

•' 5'r 

+ ,188 -4-454,82 — ’ 54 

-F-,188 -4-455,76 a 

' . i” 

1 • v 0019 +45,578 — 8 

e poi si trova x ; ~ 

— 0,0649, x~ 0,77351, questo valore s 


due equazioni propóste dà ad' y i due valori 1,625616, 1,625330, che pre- 
sentano la differenza — 0,000286 ; perciò il fine della tabella precedente (nel 
quale a bella posta (§ 16) si tenne cónto di un maggior numero di decimali di 
quelle che occorrevano) deve correggersi come segue 


6 ' 


0,002 -4- 45,58 — 286 


0,002-4-45,59- 

4,5 - 


12 


cioè al trovato, valore di x ( deve aggiungersi 0,00063, e- quindi si ha 
* * = 0,773573. 

In simil modo si opera per trovare l' nitro valore di x^ ecco la tavoletta 
delle differenze tra i valori negativi della y . - 

• • . . - •* . ' } - 

, '•10x differenze * 

76 i — 61)646 


8 

8,2 


26909 

7,8 — 21209 12096 

- 1 ! 7 ! 60390 23000 7 
|'4- 1107 
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ed efco. fa formazione e la risoluzione dell’ equazione in s t ~ 10 - x -— 8 V la 
quale dì — 0,01705 quindi -r~0, 818295; c. siccome questo valore 
sostituito jielle dtie equazioni proposte dà T errore — 0,000061, rosi correg- 
gendo si trova x,~ — 0.016956 ed x~ 0,818304 - 

— 4' I- 4,956 4- 230, Óó + 6039,0 -+- 11 07 
— *2' 4.956 -t- 249,82 f ‘ - 


4;956 -+- 259,73 +- 6538,6-+- 1107 


-05' 


,005 

H-2,59 

-+-648,7 —-.190 

.005 

+ 2,58 

-+-643,5 

. 

,026 

-+-64,43 +- . 3 

• 

. ,025 

+WI • 

,6451 + ' 0. 


. ,6451 —.-6,4 

1 9- f 


4" 


,6451 — 
,065 


,3 

0 - 


. 67. Esempio 10.° Quando l'èliminare 119 ’ incognita non riesca moltissimo 
laborioso io lo credo 11 migliore partito cosi nell' esempio dato dallo Spitzer 

- x«-»-y~3oo;; _ ==«o 

mi sembra opportuno di pórre x‘ ~ z. ed eliminala bi y risolver ? 1 1 ’ unica 
equazione 

. . .*:> + («0 -- «)l=r 30 Q \ • . ... '•••. . 

K evidente elle ^ non può essere nè < 8 nè >72, e basterà cercare le 
radici da z~ .8 a a =40; ora se partiamo ila i '~8 c facciamo i calcoli 
mediante i logaritmi additivi, tenendo conto ddle differenze ■ ' 
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Numeri dilfer. 

logaritmi 

ditlier. 

*=8, ,01 
80 — r — 72, — ,01 

0.90309 

1,85733 

- 54 

— 6 

8 *_1 . • 
Z 

0.95424 

— 60 


A — 1,27232 

— 80 


K ~ 0,02260 

4 

costante 300 

C~ 1.29492 
— 7,52288 

— 76 

»_ 

1,20412 

‘ 72 

Errore 

0,02192: 

— 4 = 


troviamo per seconda posizione .zzzl3.48 e per terza z~ 14,22, ed ope- 
rando con 7 decimali si giunge a z~ 14.2143. 

68. Esempio 11 ° Per la determinazione delle radici immaginarie delle equa- 
zioni algebriche non mi pare opportuno di ridurci a due equazioni fra due inco- 
gnite reali, c trovo ujolto preferibile il metodo diretto (§ 43). Quando l'equazione 
è di grado poco elevato sarà facile scorgere la posizione delle radici immaginarie; 
ma in ogni caso vi si perviene con tutta sicurezza mediante la teoria degli indici; 
la qual teoria se tutti i coefficienti dell' equazione sieno reali può abbreviarsi 
come io feci vedere nel § 68 della memoria citata nel § -1 (tom. Ili, 1846). Qui 
adopero il metodo generale quale fu esposto al § 42, e lo applico all’ equazione 

.r* -t- 9.r' — • 6x -t- 5 zz 0 

trattata dallo Spitzcr (la quale già potrebbe facilmente risolversi col metodo 
speciale per le equazioni del 4.° grado). Un confine superiore a tutte le sue 
radici è, come io lo ósservai nel Saggio su/f algebra degli immaginarli (Mem. 
Istituto, tom. IV, 1852 § 19), la radice positiva dell’ equazione 

v' -r~ 9e’ — 6t> — 5 zz 0 , *■ , 

cioè t<zz3,4. Nell' equazione proposta muteremo x in x % f ed avremo 

f(x, ?) -t- (x. |) zz 0 

7 


l 
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essendo 

/(*, = 6-r’ ^ -f- £* 4- 9-r* — 9$’ — 6.r -I- 5 

9 (x, £) = (4j‘ — 4-r£' 4- i 8x -t- 6) £, 

I valori della .r si considerino come ascisse orizzontali, e quelli della £ come 
ordinate verticali, sicché ogni radice immaginaria x -\-%f rappresenterà un 
punto del piano della figura, che sarà facile costruire. Se vi segniamo il circuito 
rettangolo, i cullati corrispondono rispettivamente a % — — 3,4, x ~ 3,4, 
g — 3,4, x“ — 3.4, poi siamo certi che vi troveremo comprese le quattro 
radici, e 1' equazione avendo tutti i coefficienti reali sappiamo di più che due 
radici. cadono al di sopra della retta £ — 0 e due al di sotto. Onde determi- 
nare dei circuiti più ristretti, nei quali sieno comprese le radici, gioverà consi- 
derare successivamente alcune rette orizzontali ed alcune verticali, e segnarvi i - 
punti, nei quali. cade un qualche valore dell’ indice I che noi dicemmo 

(§ 42) positivo, e dell’ indice negativo I {/, ?), nella supposizione che ciascuna 
delle prime rette sia percorsa nel vcrso delle x positive, c Ciascuna delle seconde 
nel verso delle £ positive. 

Ponendo £ ~ 0 si trova facilmente che la 


/ (x, 0) ~ x' 4- 9x* — 6x 5 


si conserva sempre positiva (pcrlochè la proposta equazione non ammette radici 
reali) e quindi I (f, <p) è sulla retta orizzontale £ — 0 sempre nullo. L’altro 
indice I(<p,f) prende il valore -+- ì tra x ~ 0,3 e,d x~ 0.4 dove la 


? ( r, 0) — Ax‘ -f- 1 8x — 6 


si cangia da negativa iu positiva, e perciò nelle 


<$,f si perde una variazione di segno. 
Ponendo x~0 le 


/( 0,jD = r — 9 ^+ 5 , f (0,£)i=-6£ 

danno, in tutto il tratto corrispondente a £ positiva, /(?,/) — 0; e 1 indice 
/(/ <p) (che noi diciamo negativo) ha il valore + i da £ ~y 0,5 a £ “ f'o.o 
dove la f si cangja da positiva in negativa, ed il valore — 1 da £ ~ 8,3 a 

£~/'Ìl 3, perchè allora nelle f tp sj acquista una- variazione la / mutandosi 
da negativa in positiva. 
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Ponendo £zz/'<y,tì avremo 

/=4r , -t-5,4j’ — 6.r — 0.04, • -i $ zz 4.r‘ -t- 1 o,6x — 6; 

xz: — 0,0d dà f~ 0 ed /(/p)zzd, perchè al crescere di x sparisce 
la variazione di segno tra le / f ; x~0,4 dà pzz 0 ed — I, 

perchè allora si acquista una variazione di segno ; xzz 0,96 dà / zzO ed 
/(/ ?) ZZ 1 perchè torna a sparire la variazione^ 

Ponendo xzz — d abbiamo 

/z:'? — d5p-H*d, |* = 4£’— 28 

£ = -yjfi dà •/= z0 ed /(/ ? )zzd; £z z/'f dà * ed /(*,/)=- d, 
L’ altro valore £ zz ^ isTi supera il confine, 3,4, c perciò è inutile tenerne 
conto. , 

Nel rettangolo limitato da £zz0, tzzO, £ zz f'òfi xzz — d non cade 
alcuna radice, perchè 1’ indice I (p,f) è nullo' in tutto il suo circuito. Serve 
di riprova che l' indice /(/ ?) ha in xzzO, £zz/ / o ,59 il valore -+-d, ed 
in £zz — 0,01 il valore’ — d, quando il lato Jzz/^ó^ si per- 

corre’ neh senso delle ,r negative, come dee farsi, perchè l’intero circuito ret- 
tangolare si percorre girando nel senso positivo; cioè il lato £zz0 nel senso 
delle x positive, il Iato xzzO nel senso delle. £ positive, il lato £ zz / / <L6 
nel senso delle x negative, e finalmente il lato xzz — d nel senso delle £ 
negative. 

Ponendo x ~ d _ abbiamo 

/zz£*-d5f-l-9, ^* = -4f + d6; 

£ zz / ’o.srs dà /zz 0 ed I (f, ?) zz — d , perchè la /da positiva si fa nega- 
tiva; £zz2 dà pzzO ed /(?, /)~ 1. 

Viene da ciò che una radice cade dentro del rettangolo limitato da £ — 0, 
tc zz 1 , £~^<É6, x~ 0. Infatti l’ indice /(?,/) ha il valore d-4-dzz2 
corrispondente a £zz0 e x zz 0,4, ed a £zz/ / ó^ e x zz 0.4 ( giacché 
qaando quel lato £zz / <L6 prendesi nel verso delle x negative l’indice 
/(p,/) zz — d trovato di sopra diventa. -|-d). Serve di riprova che 
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/ (/, f) = — 1 — 1 =, — 2 dipendente da f ~ 0,6 t xzz. 0,96 e da x — 0, 
£ = A o,59’> {giacché quei due lati del circuito deggiono percorrersi in verso 
opposto a quello delle x positive e delle f positive). 

69. Potremo dunqne considerare come non molto discosta da una radice 
la x-b tjf — 0,5 -t- /.0.4. Seguendo il § 43 dopo di aver calcolato la prima 
tabella colla cifra a = 0,5 

1-1-0 -1-900 -6000-1-50000 

°[l4-5 + 925 —13754-43125 
• | I -t- 10-1-975 -+- 3500 

j 14-154-1050 
14-20 

faremo il trasporto dei termini e calcoleremo le seguenti tabelle prima colla 
cifra x~ 0,4 poscia coll'altra cifra 0,2 cercando che gli ultimi termini 6621 
16680 si avvicinino alla proporzionalità coi penultimi -4- 1 340, — l— 1 1736, 
che nelle tabelle successive diverranno i loro divisori. 


l4_ 0 — 1050-4- 04-43125 

— 20 -j-.O 4-3500-1- 0 

l 4 _ 4 — 1034 — 4136 -+- 26581 

_20— 80-1-3180-1-12720 

i4_ 8—1002 — 8144 • 

-20 — 160-1-2540 . 

14-12— 954 

— 20 — 240 

1-1-16 


14-18 — 918 — 9980-1-6621 

— 20 — 280 1980-1-1 6680 

14-20— 878 — 11736 

-20 — 320-1-1340 

1 4-22— 834 

— 20 — 360 ; ì • , 

1-1-24 

■ 


Rifatto il trasporto dei termini, anche nella scelta delle cifre — 1', — 4" 
avremo in vista di ridurre gli ultimi termini proporzionali ai penultimi tra loro 
permutati, e siccome uno di questi è circa. decuplo dell’ altro, cosi si deve aver 
cura di rendere molto piccolo 1’ ultimo termine che sta vicino al, maggiore dei 
. penultimi 
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1+20+834 + 1340 + 6621 I 24 + 300 + 44736 + 4 6680 

- 4 + 19 + 813 + 323 + 6096 

1 + 18 + 797 — 272 
1 +17-4-780 
4 + 16 

24 + 330+44400+ 3280 
j 24 + 312+41088 
'• 24 + 288 

~ 4 ,01 + 1,90 + 773,76—3813,0 + 032860 2,4+278,4 + 109766/1 + 88934 

,01 + 4,32 + 767,68/— 8889,7 2,4 + 268.8+408691,2 

,01 + 1,48 + 761,76 2,4 + 239,2 

,01 + 1,44 

,01+2,4 — 764 ,76 — 4 08694 ,2 + 622860 —4,44 — 259,2 —8883,7 +88934 

>r6 ,01+2,46 — 747,00 — 413173,2— 46179 —4,44—267,84 — 40492,7 + 23978 

,04+2,52 — 734,9 —417565 1,44 — 276,5 —12132 

,01+2,6 —716 • |—l,4 —285 

- 

,003 — 7,47 —11727,8 + 7 

,003 — 7,48 —41699.1 

,003 — 7,4 9 

,001+7,19 — 1192,4 + 732 

52 — ,001 — 2,85 — 1205,8 -f- 30795 • 

— ,001 — 2,85 — 1 102,4 

1— ,001— 2,8? 

,001 -*■ 2,84 -ni 1699,1 -h 30793 

~ 2 ' ,001+7,19 — 1206,8 + 3146 
+ 7,2 —1221 
+ 7 

.003+2,83 + 11693,4+ 7406 
+ 2,8 +11688 
+ 3 

“ 6 " ,07 —122,5 +3881 

,07 —122,9 

— 0,07 — 1168,4+3881 

,03 +1168,6 + 394 
,03 +1168,4 

— 0,03— 122,9 + 394 

/• V — ,07 — 1168,6+ 375 
* —1169 

— ,03 —123,0+ 25 
— 123 

/-3 ’ —116,9 + 24 

— 12,3 — 12 

■* r - 2 ” —11,7 + 1 

— 1,2 + 1 

— 1,2 — 14 
+ 11,7 — 14 

1 — J 0 

fr 

< 

+ 11,7— 2 
+ 1.2 0 
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Kaccogliendo tulle le trovate cifre (segnando col — sovrapposto le negative) si 
ha la radice cercala 

0,4 4 2 6 012 0.664 332 = 0,3574012 ■+• f. 0,656332 

che pienamente si accorda con quella determinata dallo Spitzer. 

70. Siccome P equazione ha i coefficienti reali, cosà. si scorge subito che la 
parte reale dell’ altro paio di radici sarà — 0,3574012 calcolando con tutta 
questa quantità la solita tabella, come qui si vede 


1-bO 


— 6 


,107220-4 —2,738 320-7 -+-2,778 6791 
178700 456.386-8 463 113-2 

.2501-8 63 8941 64 8358 

143 0 3 651 1 3 704-9 

4 91 .. 1-8 

1-8 9-3 


,357401-2 


o 

-+ 

t— 

ii5 

« 

cT 


-9,127735-6 —9,262 263-6 
— 2,814 9620 


.255471-2 


1 — 

1 
1 


,714802-4 -f- 9,383206 8 
383206-8 

1,072203-6 -+-9,766413 6 
1,429604-8 


-8,310 3441 


469 160-3 
65 682-4 
3 753-3 
94 
1-9 

12,615832-9 


la trasformata deve avere la radice U /, e perciò essa si decomporrà in due 
equazioni del 2.° e del l.° grado,, che infatti hanno la radice comune 
— 8.824700 
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1 — 9,76644 3-6 -+- 8,34 0344 4 4 ,429604 8 — 1 2,64 5832 9 


4 — 4,766413 6 — 
4-4-6,233586-4 

5,820964-7 

8 1 

8'; 4 42960-48 — 
2" 44296 05 — 
4'" 4429-60 — 

7" 442-96 h- 

4,478994-5 

35340-7 

6718-6 

4000-2 

*5 

,01 - 4 -, 703358-64 — 
,01 -h ,783358-6 

,494095-7 

4 00- -f- 78535-86 — 

370240 

f 

400- •+- 78735-9 


• - 


4 -1- 7877-59 — 

4- -+- 7881-6 ’ 

5543 6 



•04 - 4 - 788-23 -t- 

40 


< 


' J4. Nella memoria del Gauss citala nel § 8 ed intitolala li citrale znr 

Theorie der algebraisc/ien Gìeichungen. 4849, si veggono esposti per la riso- 
luzione delle equazioni trinomie quasi identicamente i metodi da me dati fino 
dal 4845 nella Nola IV della mia memoria; cioè quello per te radici reali col 
mezzo dei logaritmi additivi, e quello per le radici immaginarie mediante le 
tavole' trigonometriche. Per dare un esempio del primo di questi metodi, che 
mi sembra dotato di somma comodità, scelgo 1’ equazione trattata nel § 60 

40 x -J- 4 40 x ; 

nelle tavole dei logaritmi. additivi prendo A~\ -+- Igx, da cui facilmente 
si deduce il "lg (40x)~ 4 -4-lgx, il quale sottratto dal C corrispondente 
ad A dà l’ errorè, che si divide per la differenza appartenente a C (la quale 
si trova nelle tavole) diminuita della differenza che riceve il lg ( i 0 .r) quando 
ad A si attribuisce la differenza 0,00100, e cosà si ottiene Terrore di A, 
che tolto da A conduce ad una seconda posizione. Qui si vede come partendo 
una volta da A~0, ed un’ altra volta da A ~ì si trovino prontamente 
le radici della proposta equazione 
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\A 

C 

lg(10.r) 

Errore Errore di A 

0,000 

0,30103 

0,29289 

814 : (50 — 70,7) = — 39,3 

0,040 

0,32149 

0,32118 

31 : (52 — 70,7)= — 1,06 

0,04168 

0,32237 

0,32237: 

= lg2,1007 

1,000 

1,04139 

1,00000 

4139 : (91— 70,7) = 203 

0,800 

0,86389 

0,85858 

531 : (86—70,7)= 35 

0,765 

0,83385 

0,83383 

2: (85 — 70,7)= 0,14 

0,76486 

0,83373 

0,83373 

= lg 6,8192 


72. Esempio 12.° Prendo un ultimo esempio dallo Spitzer 
x‘ -+- x -J- 1 = 0 

si ponga x ~rf r Sara r /** -4- r/® 1 = 0, che può scriversi sotto te due 

forme r‘ >r s ® -+- r -k- jE - ® — 0 , r‘ -t- r f~ St ■+■ (f"*» = 0, le quali colle loro parti 
immaginarie danno 

j>‘ sen (5 <f) — sen ? = 0 , r sen (a p) -+- sen (6 p) = 0 
sicché eliminando r si ottiene l' equazione ad una sola incognita 
sen 6 (6 p) = sen ? . sen 1 (5 ?) 


e. coi logaritmi 


61 sen (6 ?) — 51 sen (5 ?) — 1 sen <f = 0 


Prendendo per ?> un angolo piccolo si è condotti ad accrescerlo, così partendo 
dalla posizione ? = 0,251, a cui si attribuisce la variazione o differenza 
0.001 si ha 

differ. 

61 sen 1,386= 9,4884 '—170 

— 5 Isen 1,155 = — 9,9350 -+- 43 
— Isen 0,231 = — 9,5502 — 18 

Errore = - 32 : — 145=; — 0,221 


togliendo I errore da ? = 0.231 si avrebbe p= 0,231221; ma sarà meglio 
far la correzione nel 6 lsen (6?), che è il termine più influente, essa sarà 
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= 0,221 x 170 = 381, perciò 6 1 sen (6 ?) = 9,4846 , c la seconda jhjsì- 
ziòne darà 

6 1 sen 1,387345-2 — 9,4846000 —171 

— 5 lsen 1,156121 0 = — 9,934038-5 -+- 42 

— lsen 0,231224-3 =—9,550562-2 — 18 

Errore — 7: — 147 = 0,048 

— 1 71 x 0,048 = — 8 ; quindi il valore esatto è 
6 lsen (6?) = 9,4846008, 
clic dà ?= 0,231224'! 7. ed una delle cercale radici è 
0,790667 •+• / 0,300507. 


(itila il 22 pugno I85G). 
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